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 الملخص 

نجد    زمرة ما.  G حلقة ما و Aحيث  A[G]في حلقة الزمرة  (Units Group)زمرة العناصر القابلة للقلب  Uلتكن 

 Gمدن لاد م معرفدة بنيدة الزمدرة  Uفي الأبحاث وال راسدا  الجبريدة الح ي دة ااتمامداي كبيدراي بمسدتلة التعدرن ةلدل بنيدة الزمدرة  

 حاولنا الإجابة ةلل السؤالين التاليين  : في اذا البحث وبالعكس. 

 .(locally Finite)منتهية محلياي  Uتكون الزمرة  حتل Gما اي الشروط ال زمة والكافية التي يجب وضعها ةلل الزمرة  1 -

مولد ة بعد  م منتدمم مدن العناصدر  Uحتدل تكدون الزمدرة  Gما اي الشروط ال زمة والكافية التي يجدب وضدعها ةلدل الزمدرة 2 -  

(Finitely Generated) . 

 

ABSTRACT 

Let G be a  group and A be a ring . let U be the units group in the group ring A[G].           

Many recent studies in algebra deal with the structure of the group  U  knowing the 

structure of the group  G  and vice versa.  In this paper we tried to prove the following 

problems . 

 1.  What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is                                         

locally finite? 

2.   What are the necessary and sufficient  conditions on G so that  U  is  finitely 

generated ? 
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  Introduction المقدمة -

زمدددددرة  URحلقدددددة واح يدددددة. وكانددددد   Rإذا كانددددد  

فان مستلة التعرن ةلل بنية اذه  Rالقابلة للقلب في العناصر 

 اي من المسدالم الجبريدة الهامدة Rالزمـــرة في حلقة مح  ة 

لق  استت ر  الحالة اللااصة التالية مدن ادذه المسدتلة ااتمدا  ،و

فددي العقددو  الأربعددة   (Polcino Milier)الباحددث الجبددر 

 الألايرة من القرن المنصر  ،ومازال :

زمددرة ضددربية مددا ،فددان  Gحلقددة مددا و  Aإذا كاندد  

فدي  URالمطلوب او التعرن ةلدل بنيدة ولاصدالل الزمدرة 

. وفدي بعدا ال راسدا  والأبحداث R= A[G] حلقة الزمدرة 

ومحاولة إيجدا  الشدروط  UR ب راسة الزمرة   اتماالجبرية 

ذا   UR  حتدل تكدون   Gال زمدة والكافيدة التدي تحملهدا 

[ ثندم 5 فدي     (Polcino Milier)لااصية ما. فمد  ي ث بد  

 وريدة ثو ة يمدة ةدوة   URمنتهيدة . ةن لدذم      Gإذا كاند  

زمددرة ااملتونيددة والعكددس  2- سددتكون إب اليددة ثو   Gفدد ن 

 URمنتهيدة فد ن  G[ بُراـن ةلل ثنم ةن ما 6صحيح. و في  

-إما إب الية ثو   Gزمرة إذا و فقط إذا كان   -  FCتكـــون 

 . زمرة ااملتونية 2

 : منتهية محليا   Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -2

  ننددددوه اندددددا إلدددددل ان G  سدددددترمز لزمدددددرة ضدددددربية

(Multiplication Group  لديس مدن الضدرور  ثن)

 تكون منتهية .

 Gةبم ثن نتناوم تلك الشروط الواجب و ضعها ةلل الزمدرة 

منتهيددة محليدداي يجددب ثن نتطددرر الددل تعريددن  Uحتددل تكددون 

 المنتهية محلياي. الزمرة

 : 2 . 1تعريف  

إنهددا منتهيددة محليدداي إذا كاندد  كددم   Xيقددام ةددن زمددرة  

 منتهية.  Xزمرة جزلية منتهية التولي  من الزمرة 

 :  2 . 2ملاحظة 

 Gمنتهيددة محليدداي فدد ن  Uمددن الواضددح ثنددم إذا كاندد  

و لكدن العكدس لديس  Uزمرة جزلية من  Gمنتهية محلياي لأن 

زمـرة منتهيـة  Gكون صحيحاي ف ذا ثلاذنا من الضرور  ثن ي

ليس    Uف ن  اب اليةزمرة ااملتونية و ليس  2-      وليس 

و لددذلك سددون تحددو  حتمدداي  [1] وريددة بحسددب المبرانددة فددي 

، و ةن لذ  xةنصراي واح اي ةلل الأةم رتبتم غير منتهية م م 

<x>  زمرة جزلية منU .منتهية التولي  و ليس  منتهية 

لديس  Uزمدرة تب يليدة و منتهيدة فد ن  Gو كاند  حتل و لد

من الضرور  ثن تكون منتهية محلياي كما تظهر المبرانة 

 التالية و نتالجها:

 

 [ 4 ]:     2 . 3مبرهنة

زمرة ة يمة ةوة و مول ة بع  م منتمم من العناصدر  Xإذا كان  

 ستكون منتهية. Xال ورية ف ن 

 

 :  2. 4نتيجة 

و مولدددد ة بعدددد   منتددددم مددددن ة يمددددة ةددددوة  Uإذا كانددد  

منتهيددة  Vسددتكون منتهيددة وبالتددالي  Uالعناصددر ال وريددة فدد ن 

و  V= Gفد ن   V G ، وبمدا ثن  |V|  |G|ومندم فد ن

 Gثن [Th. 4.1 , 7 ] و يندت  ةدن  U = ±  Gبالتدالي 

 ستكون في اذه الحالة :

  G4 ={1}حيث  اب اليةإما 

 G6 ={1}حيث  اب اليةثو 

 نية.زمرة  ااملتو 2 -ثو 

 : 2 . 5  نتيجة 

 xو تحدددو  ةنصدددراي  اب اليدددةزمدددرة منتهيدددة و Gإذا كانددد    

  Gمنتهيدة التوليدد  لأن  Uفد ن  6و ليسدد    4رتبتدم ليسد  

 Nilpotent) ة يمددة ةددوة  U و[ 8 ] منتهيددة بحسددب 

Group  ) اب اليةلأنها. 

سيكون ذو رتبدة  Uو بحسب النتيجة السابقة ف ن ثح  مول ا  

 ليس  منتهية محلياي.  Uبالتالي غير منتهية و 



 و بشكم ثة  ل ينا النتيجة التالية:

 :  2 . 6نتيجة 

 Finitely)زمدددرة منتهيدددة التوليددد    Gإذا كاندددـ  

Generated)  و تـحو  ةنصرايx   وليسد   4رتبتم ليسد

ليسد  منتهيدة  U  زمرة ااملتونية ف ن  -    2ليس   Gو  6

 محلياي.

 البراان :

زمددرة  Gمنتهيددة محليدداي  لنددت   ةددن كددون  Uلددو كاندد         

منتهية G منتهية ، اذن  Gو منتهية التولي  ثن   Uجزلية من 

منتهية <u>  فان   U  من  u  ورية  لانم اذا كان U    ان 

 ] من    (4.1)منتهية و ينت  ةن  النظرية u  ث   ثن رتبة 

تحددو   Gو بالتددالي  G4 ={1}و  اب اليددة Gثنددم إمددا  [  7

 و اذا يناةا الفرا . 4راي رتبتم ةنص

تحو  ةنصراي رتبتم  Gو بالتالي  G6 ={1}و  اب الية  Gثو 

 و اذا يناةا الفرا ثيضاي. 6

 زمرة ااملتونية و اذا ثيضاي يناةا الفرا. 2-اي  Gثو 

 منتهية محلياي.  Uإذن لا يمكن ثن تكون 

 :   2 .7نتيجة

وليدد   فدد ن منتهيددة الت Gمنتهيددة محليدداي و   Uإذا كاندد  

U= ±  G 

 البرهان : 

 G منتهيددة محليددا فددان  U منتهيددة التوليدد  و  G بمددا ان  

  U د  ان كدون  U زمدرة جزليدة مدن  G ستكون منتهيدة لان 

 وريددة بحسددب مددا تقدد   فددي  U منتهيددة محليددا يددؤ   الددل ثن 

 g  supp( u) ولديكن  u U . لديكن  (6.2) برادان 

زمدرة  <u, g > ليدا ثن منتهيدة مح U ةن لذ ينت  ةدن كدون 

 جزلية منتهية وبما ثن 

ug-1  < u, g> 

في ةبارتم ليس  صفرا   e ذو رتبة منتهية ام ام   ug-1 فان 

 ث  ثن  [2]       ولذلك فهو مبتذم بحسب 

ug-1 =  g1     ;    g1  G 

 ومنم 

u =  g1 g  =  g2       ;  g2  G 

 . u   G ث  ثن  

 U =  وبالتدالي   G  U مدا ثن  ك   U   G اذن 

G    

 :   2 . 8 ملاحظة 

منتهيدة محليداي  U زمرة ااملتونية ف ن G  ،- 2إذا كان  

منتهيدة  ولدذلك  U ث  ان  [ 7 ] بحسدب    U =  G لان  

 فهي منتهية محليا .

 منتهية التوليد  Uالشروط اللازمة و الكافية لكي تكون  -3

 جابة ةلل السؤام التالي:سنحاوم  في اذه الفقرة الإ

حتدل  Gما او الشدرط الد ز  والكدافي الواجدب فرضدم ةلدل 

 منتهية التولي ؟ U تكون

 في اذا الموضوع ل ينا النتال  التالية:

 [ 8 ]:    3 .1مبرهنة  

 منتهية التولي .  Gمنتهية التولي  ف ن Uإذا كان     1 -

 .منتهية التولي  Uمنتهية ف ن  Gإذا كان     2 -

لدديس صددحيحاي بشددكم  (1.3)مددن المبرانددة  (1)إن ةكددس 

غيدر   Uمنتهيدة التوليد  ولكدن  Gةا  ث  ثنم توج  زمرة 

 منتهية التولي . كما يوضح الم ام التالي:

 

 

 



 [ 8 ]:   3 . 2مثال  

   Cبزمدرة  الريدة D8    امت ا ا للزمدرة  Gإذا كان   

ولي  لأن منتهية الت   Gف ن  G = D8 C)غير منتهية ) ث  

D8    منتهيددة وC  منتهيددة التوليدد  و لكددنU  ليسدد  منتهيددة

 و  Mareiniakةدددن   [8]التوليددد  كمدددا يدددذكر المرجددد  

Sehgal  . 

ادو ثيضداي غيدر    (3 .1)مدن المبراندة  (2)إن ةكس 

 . (3 .5) صحيح بشكم ةا  كما يظهر الم ام   

 

 [8] :   3. 3مبرهنة  

بزمــدـرة  T   التفدان امتـدـ ا اي لزمدرة ذا  Gإذا كاندـ  

(  G =TK)ث  K  ذا  التفددان حددر و ة يمددة ةددوة 

 UGلا تملك ةناصر ة يمدة ةدوة فد ن       Z[G]وكان  

=UT . G 

 

 

 [ 1 ] :      3 . 4 تمهيدية 

 - ادي   Gلاالية من ةواسد  الصدفر و   Aإذا كان  

لاالية من ةواسد  الصدفر وبالتدالي لا تحدو   A[G]زمرة ف ن 

 ةوة. ةناصر ة يمة

 :3. 5 مثال 

سددتكون  Uزمددرة  الريددة غيددر منتهيددة فدد ن  Gإذا كاندد  

 غير منتهية.  Gمنتهية التولي  م  ثن 

 البرهان:

فنجدد  ثن   K = Gو  T={e} (3.3)نضدد  فددي المبرانددة  

Z[G]   و بالتدددالي  (4.3)لااليدددة مدددن ةواسددد  الصدددفر بحسدددب

Z[G]  :لاالية من العناصر ة يمة القوة و لذلك ف ن 

UG = UT.G 

               ={-1,1}G    

مولدد ة   Gمنتهيددة التوليدد  لأن Uو بالتددالي (3.3) بحسددب 

 بعنصر واح  . 

 

النتيجدددة  (3 .3)كمددا و يمكددن ثن نسدددتلالل مددن المبراندددة 

 التالية:

 : 3 . 6 نتيجة  

ذا  التفدان  Kمنتهية و  Tحيث   G=TKإذا كان  

ر ة يمة ةدوة تحو  ةناص Z[G]حر ومنتهية التولي  ف نم إما 

 تكون منتهية التولي .    Uثو 

 البرهان : 

لا تحو  ةناصر ة يمة القوة )غير الصدفر(  Z[G]إذا كان  

 ثن (3.3)ف نم ينت  ةن المبرانة 

UG = UT .G 

سدتكون منتهيدة التوليد  بحسدب  UTمنتهيدة فد ن  T و بمدا ثن 

 Tمنتهيددة التوليدد  و  K. كمددا ثنددم ينددت  ةددن فرضددنا  (1.3)

سدتكون منتهيدة  UT.Gمنتهية التوليد  و بالتدالي  Gثن منتهية 

 منتهية التولي . UGالتولي  ، ث  ثن 

 [ 8 ]:    3 . 7مبرهنة 

منتهية التولي  إذا  Uزمرة ة يمة ةوة ف ن  Gإذا كان  

لا   Z[G]إمدا منتهيدة ثو منتهيدة التوليد  و  Gو فقط إذا كان  

 تحو  ةناصر ة يمة القوة.

 ستلالل النتيجة التالية:من اذه  المبرانة ن

 :  3 . 8نتيجة  

زمددرة ة يمددة ةددوة و منتهيددة التوليدد  و غيددر  Gلددتكن 

 منتهية. ةن لذ ل ينا واح  من الأمرين التاليين محقر :

- 1 Z [G]  لا تحددو  ةناصددر ة يمددة القددوة وبالتدداليU 

 منتهية التولي .



Z [G]   -2   تحو  ةناصر ة يمة القوة ويندت  ةندم ثنU 

 تهية التولي  .ليس  من

  يمكدن ثن نسدتلالل بسددهولة  مدن النتيجددة السدابقة ثنددم إذا

 Uومنتهيدة التوليد  وبد ون التفدان فد ن  اب اليدة   Gكان 

 منتهية التولي .

ولكن ل ينا ما ادو ثةد  مدن ذلدك يمكدن ثن نستلالصدم مدن      

 التمهي ية التالية :

  [ 3 ]:  3 . 9تمهيدية           

منتهيدة التوليد  وة يمدة ةدوة فد ن  زمدرة  Gإذا كان     

CU  .  زمرة منتهية التولي 

 : 3 . 3 . 10نتيجة     

 ف ن : اب الية Gإذا كان    

G  إذا و فقط إذا كان   منتهية التوليU  .  منتهية التولي 

 

  البرهان :  

ثن  اب اليدة Gمنتهية التوليد  ف ندم يندت  ةدن كدون  Gإذا كان  

G ةدددوة وبحسدددب التمهي يدددة السدددابقة    منتهيدددة التوليددد  وة يمدددة

 Uلأن   CU=Uزمددرة منتهيددة التوليدد  ولكددن   CU تكددون 

 منتهية التولي  . Uوبالتالي ستكون  اب الية

 . (3 .1 ) العكس ينت   ةن 

 :  3 . 11تمهيدية 

 منتهيدة التوليد    Gمنتهيدة محليدا يفد ن  Uإذا كاند  

U . منتهية التولي 

 البرهان: 

      بما ثنU    منتهية محليداي وG  منتهيدة التوليد  فد نG 

 )وبحسدب  Uستكون منتهية لأنها زمرة جزلية مدن 

 منتهية التولي . Uستكون   (1.3

   (3 .1 )ينت  مباشرة ةن المبرانة. 
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