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طبيق مع تمقارنة بين طريقتين  لتقدير معلمات توزيع معكوس ويبل بالفترة الضبابية 
 عملي 

Comparison of two methods for estimating the Parameters 
of the inverse Weibull distribution with fuzzy interval with 

practical application  

 

 

            

 

 

 المستخلص

فييه اييلب ب يتييت ديي م  ميي دو يع يييوس  يبدييي يعلييين يدييي  لش يع ي ييدة يع ييي  ب رييل   ييع ييي  ب مدييون  ي ودميي  ب يلييوة ب   ييم  

ب  يييودم دة يوحييي عيو  ب يعديييوو ي ودمييي  ب يليييوة ب   يييم ب  حييييد   فيييه تو ييي  ب يدو يييوس ب تمدمدييي  يب  ييييويد  ي ييييس ب يموو ييي  ييييدة 

( ي يد ييييس بة  ميييي دو ب يع يييييوس  يدو ييييوس ب  يييييويد  لو ييييس     ييييية  ميييي دو يع يييييوس  MSEبلاتصييييوته ي يحيييي  يويعييييوس  ب   يييي   

ب يدو يييوس ب تمدمدييي  ي يييم  مييي دو ييييو   ول     يع ييييوس ييييو  ودم دة يبحييي  وبر  يييي  ب   يييول ي يد يييس بة  ودمييي  ب يليييوة ب   يييم   مييي دو 

و يييس بف ييي  يييية ب  ودمييي  ب  يييوب  يدو يييوس ب  ييييويد   يييييم  ييي م    يديييو   ييين ب يدو يييوس ب  ييييويد  يعييي   تيدييي  يدو يييوس ب يع ييييوس ل

α  ييي  يعويييي  ب م يييي    ب تمدمدييي  ب ييين يدو يييوس  ييييويد  يوحييي   بم   ب ييي  ب  ييييو  يي يدييي  =  در سدددط اقية ةدددط وقدددم ادددء   ددد     ( ، 0.1
   .(MATIABلغط )استعمال ق يقتين ببال

ب ط يقددددددط ب ط يقددددددط  امكددددددا      ددددددء معكددددددو  وييددددددب ب ةةا دددددداا فدددددد اةةط ب اقددددددم   بددددددال ت   اوزيدددددد  :  المفتاحيااااااةالكلمااااااات 
 . امكا      ء  لنسيةط 

Abstract: 

In this research, the parameters of the inverse Weibull  distribution with two parameters, the shape 

parameter and the measurement parameter, are estimated by the method of the maximum likelihood  

and the method of relative maximum likelihood  in the case of real and fuzzy data.  The parameters of 

the real data were estimated by the two methods, and the length of the period was extracted. It was 

found that the greatest possibility method for estimating the parameters was better than the other 

method for the fuzzy data, and then it is applied to the fuzzy data after transforming the real data into 

fuzzy data using a trigonometric affiliation function at the cutoff factor (𝛼 = 0.1)  An applied study was 

conducted using the two methods using the MATIAB language.                     

Keywords: inverse Weibull  distribution  , Fuzzy Data , Interval Estimation , Maximum likelihood Method 

, Raletive Maximum Likelihood Method . 
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 (:Introductionالمقدمة )1- 

فه ب عو م ب تمدمه ديج  ب ع د  ية ب يرول  ب  ه ديبجهو بلا حوة فه ب تدول ق   لية ا وك يجيي وس ية ب ردو  ب  ه لا  ت يش 

ب ودو ه ب يع و    ن اله ب يص  توس    ن ب ع يد  ب  قدم   ع وصواو  لب فوة اله ب يجيي وس لا  رل  يجيي وس يو يع ن

  ن حيد  ب ييو  بلب لوة   د و يجيي   ية ب   ي  فه جويع  يعد   فديل  و ب ل يص  ح  ديي  " ب   ي  " ب لدة   دهم و ص  

وبً  قدو ل ية ب  يدعه بة دلية  ل   و ب فه   ك ب يجيي    و دص بم لا بلب لوة ب  و ب   ده و ص  قدو ل يلو س ب مدي  ص

فلا ديلة ب تصي    ن و ص  ب مدو ل ي لة بلب ب ل و يجيي   فو د  ب  ه  يي  " ب   ي  ب لدة دمي ية يرل  جد    غود  " 

فدح ي ي ل   و ب ي وج  يعد   ية و ص  ب مدو ل يد م  يددب ب   ي  فه ب يجيي   يي د   ب ع يد  ب  ه  ع ه قدي  يدة 

  يحييح يه ية  وتد    وب  ع  ب ييييقد  يبت ل ية ب  م دوس ي ليواو فو  د  فه ب يقس ب ص و يب يبت  يا و جبدت  بلا  يو

ب تو ه   مددم  ي   ش يت ل ب هو ب ي د   ب  ه  ع ه بت يو د   ي   ش يت ل    ول بي د  يعد    ية      ي   وض ب ع د  

تدول يب ت  فه   يدموس ب عو م ب تمدمه  ل ك ية ية ب  و  يب  يولر فه رل هو ب  م د ش بة جيدي  ب   بلات يو  ي ب ب 

ب  ويوش  عيدم  و   م دو بلاتصوته ب للاحدله  لأوقوم ب تمدمد  ب ن بوقوم  يويد  الب يحيب يع يوس  يبدي بلات يولاس 

دول غدو تفه يعض ب تدوة لا ديلة  حجد هو ي ق  يحيب    و  ب  يول بي ب  م دو يل ك دؤ ش ب ن ب يع يوس فه  يبدعوس ب 

يب ت  يق  دصيح ب ييييقد  صعي     عوي  يي ب ييييقد  ب  م د د  ييو  و ه ديل  و ب  عوي  يي يص  ح بليو رييلا ية يص  ح 

ب ييييقد  ب  م د ش ب ن ب ييييقد  ب  يويد  يد م  عودف   ن ب هو بلات يو  ب  يويد  لاح يوبود   ي   ش يت ل ي جوح    ول 

بلالويدجو ه    يو  ب  ه د م  ت د او يفمو    ود    يد  يعد   يي ب ب ي  و ب  يويه  يو   ير   ن د  ب عو مبي د  يب ن  وج  ب 

Zadeh) (  5691فه  وم  

   يو بح   م يص  ح " ب ي غدوبس ب  يويد  " ياي بي  ية ي ي  حن   ود  ب يجيي وس ب  يويد  

(Zadeh,1965,p:338-353)ويد    ن ب هو يجيي   ية ب لوت وس بي ب ع وصو ب  ه  هو  وجوس يد م  عودف ب يجيي   ب  ي

 ,Zadeh,1968) ب  يو  يح يول   يدب يي د    ل  لوتة فه ب يجيي   غو يو يو  لية  وج  بلا  يو  يدة ب ص و يب يبت  
p:95)  و   ول  ب  م دو ب يو ه ب  م دو ييصيول  وي  ب  م دو فه بلاح  لا  بلاتصوته دمحم ب ن قحيدة ب ي  ب  م دو يو  م    ي ي

 يو  م   بش ب تصي    ن قدي  يبت ل   يع ي  ب يوب   م دواو  يب  م دو يو م ول  ش ب تصي    ن ف ول   يع ي  ب يوب   م دواو 
(Hogg&Graig,1978,p:107-122)  يقومWu  ي م دو 4002فه  ومBayes    ب  يويد  يوح   بم  هج فه ب يدت  ب  يويد

يب وية فه  وم  Pak يقوم   (Wu,2004,p:1-27)يوف وبض يعو ج   يويد    ي غدوبس ب  يويد  يي ب  يبدعوس ب  يويد  

بل بح   ييب ي هجد  يدبش    م دو يدبش   يع ي     يبدي وبد ه    ن  حون يدو وس  يقوس ب تدول ب  يويد    4052

(Park,Ali&Saraj,2013,p1-8)   يقوم Pak  ي م دو ب يلوة ب   م ييدب يب عبيم  يع ي  ب رل     يبدي  4059فه  وم

ي م دو يو   ول    يبدي يدي  بح  و   4040يب وية  فه  وم  Mweleli يقوم  (Park,2016,p:90-98)ب  يغوود م ب  يدعه 

 .  (Mweleli;Orawo;Tamba&Okenye,2020,p:1043-1045)  ن يدو وس  و ع    وقوي  ية ب  يع ب يو ه 

 :المنهجية 2-
 

 (:Problem of the search) بحثمشكلة ال  -1-2
 

ه ب عو م ب تمدمه ف   ن ب وغم ية بة ب  م دو يو   ول دع ي    ن  ق  ب يدو وس ب يح عي   فه  م دو يعو م ب  يبدي بلات يو ه ي لة  يج  ب ليدو ية ب  يباو

 Fuzzy( اه ب ص   ب يلاتي   هو  يد م ب  عيدو   هو يو وقوم  يويد    Fuzziness عو ه ية   م ب  ق  فه قدوحو هو  ل ك ح لية ب  يويد    

Numbers  تدت بة ل ك  دجع  ب حو دب ب  م د د  فه  م دو ب يع يوس    يبدي بلات يو ه    ك ب يدو وس غدو ي وحي  فلا ي  ية ب يتت  ة  حو دب )

 يباو قد  ب  وبح  . ح ي ب اله ب يرل   ي مي  و ب ن  م دوبس  قدم  يي يي      
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 :(Aim of the search)  بحثهدف ال 2-2-

 ب ن : ده ف ب يتت

   ودم  ب يلوة ب   م  ي ودم م دو    يبدي   ب  بتو و م دو يع يوس  يبدي يعلين ي دي  يو   ول ب  يويد   يية 
 .  ب يلوة ب   م ب  حيد   ( فه تو   يدو وس  يوول  ة بوقوم  يويد 

 
 

 :الجانب النظري3-

 Inverse Weibull Distributionمعكوس ويبل : توزيع  -3-1

و قد قدم هذا التوزيع  Lifetime modelsيعد توزيع معكوس ويبل من التوزيعات الاحتمالية المستمرة لنماذج ازمنة الحياة 

( والذي يمتاز باستخدامات متعددة )نماذج وتحليل Maurice Frechet (8181-8791من قبل عالم الرياضيات الفرنسي  

الحوادث الطبيعية مثل الهزات الأرضية والزلازل والفيضانات وسقوط الامطار وسرعة الرياح واختبارات الحياة وتيارات 

 وهو من التوزيعاتالبحار والدراسات البايلوجية والدراسات الطبية ( وكذلك يستعمل في نمذجة وفيات ألاطفال الرضع   

 (Alkarni;Afify;Elbatal&Elgarhy,2020,p:1)الملائمة لعينات البقاء على قيد الحياة . المناسبة

يتوزع وفقا لتوزيع  yتسمية معكوس ويبل وعلى افتراض ان المتغير العشوائي  ( 8771( عام )Drapellaواقترح الباحث )

)( فأن معكوس المتغير العشوائي Weibullويبل )
1

𝑦
 Inverse Weibullيتوزع وفقا لتوزيع معكوس ويبل ) (

Distribution )(Drapella,1993,p:383) 

 وان دالة الكثافة الاحتمالية  تكون بالشكل الاتي: 

𝑓(𝑡, 𝛼, 𝛽) = 𝜃𝛾𝜃𝑡−(𝜃+1) exp (− (
𝛾

𝑡
)
𝜃

)             ، 𝑡 > 0، 𝜃, 𝛾 > 0     . . . …… (1) 

𝜃 ( تمثل معلمة الشكل :Shape Parameter) 

𝛾 ( تمثل معلمة القياس :Scale Parameter ) 

  :(  تكون بالشكل الاتيInverse Weibullوان دالة التوزيع التراكمي لمتغير يتبع توزيع معكوس ويبل )

𝐹(𝑡, 𝜃, 𝛾) = 𝑝(𝑇 ≤ 𝑡) = ∫𝑓(𝑢)𝑑𝑢

𝑡

0

= exp(− (
𝛾

𝑡
)
𝜃

)     ; 𝑡 > 0………(2)  

 

 (Fuzzy Sets)المجموعة الضبابية :  2-3-

 ك عناصرها  نسـبة انتماء معينة تدعى بدرجة الانتماء او درجة العضوية المجموعة التي تمتل بأنها عوف ب يجيي   ب  يويد  

مجموعة  𝐴̃يمثل مجموعة شاملة يحتوي على جميع العناصر وان   Tلنفترض ان،  [0,1]الفترة  أي انها تمتلك مدى بين   

   :الاتيويمكن تمثيلها بالشكل   𝜇𝐴̃(𝑡)وتكتب دالة الانتماء  Tهي دالة في 𝐴̃فدالة الانتماء من    Tضبابية من يةجزئ
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𝐴̃ = {(𝑡𝑖 , µ𝐴̃
  (𝑡𝑖)) , 𝑡𝑖 ∈ 𝑇 , 𝑖 = 1,2,3…… . 𝑛 , 0 ≤  µ𝐴̃

  ≤ 1}   …… . . (3) 

𝜇𝐴̃(𝑡)افترضنا ان  فاذا  = μ𝐴̃(𝑡)واذا  𝐴̃ينتمي تماما الى   t العنصر يكون 1 =  𝐴̃ ينتمي تماما الى لاt ن العنصر يكو 0

μ𝐴̃(𝑡)واذا  = مساوية الى واحد او صفر سنحصل على    𝜇𝐴̃(𝑡)واذا كانت      𝐴̃    0.7ينتمي بدرجة   t العنصريكون  0.9

 (Chen&Tat,2000,p:37-42) مجموعة جزئية غير ضبابية 

يتميز بما وت لوصف حالة عدم التأكد التي تصاحب بعض المشاهدا تعمل تس الارقام التي  واما الأرقام الضبابية تعرف بانها 

لأرقام المثلثية اتسمى دالة الانتماء وتأتي الأرقام الضبابية في اشكال عديدة ولكن الأكثر استخداما لوصف البيانات الضبابية هي 

 (Kwang,2004,p:130-139)  الضبابية

, 𝑎هذا الرقم اكثر شيوعا لسهولة استعماله حيث يتم تمثيله بثلاث نقاط ) يعدالرقم الضبابي المثلثي  و 𝑏 , 𝑐أي ان )       

  𝑎 < 𝑏 < 𝑐  ,   وقاعدة المثلث الفترة  [𝑎, 𝑐] وراسه عندt =b   يمكن ان يكتب بالصيغة الاتية  و 

𝑁̃ = (𝑎 𝑏 /𝑐) ⁄  

 : يمكن تمثيلها كالاتي للرقم الضبابي المثلثي وان دالة الانتماء المثلثية 

𝜇𝐴̃(𝑡) =

{
 
 

 
 
𝑡 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
        𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 𝑏

 
𝑐 − 𝑡

𝑐 − 𝑏
          𝑏 ≤ 𝑡 ≤ 𝑐

 
0            𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

………………………………..(4) 
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 يمثل الرقم الضبابي المثلثي (𝟏)الشكل 

𝑡̃الأجزاء الضبابية )  ويمثل فضاء العينة  = (𝑡̃1, 𝑡̃2, 𝑡̃3, …… . , 𝑡̌𝑛 منT=(𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, ……𝑇𝑛)  بدوال انتماء لها قياس

 ) (Torabi&Mirhosseini,2009,p:1620-1623وتحقق قيد التعامد  Borel Measureبوريل 

∑𝑡̃  ∈ 𝑇       𝜇𝑇̃(𝑡) = 1               ………………(5) 

𝑡    ل     ∈ 𝑇    يدحين  د و   وم ب يع ييوس ب  يويدFIS)  . 

 ):Interval Estimation Method)) بالفترة التقديرطرائق 4-

(Nájera & Bolívar,2021,p:3-6) 

 في حالة بيانات الحقيقة : MLE Method)) طريقة الإمكان الأعظم 1--4

𝑛  ,𝑡بلب  يفوس   د و قدوحوس  د    ريبتد  يتجم  = (𝑡1, ……… . , 𝑡𝑛)   هو  يبدي يعلين يدي Inverse Weibull 

Distribution  :  ي ب   ب ليوف  بلات يو د 

𝑓(𝑡, 𝜃, 𝛾) = 𝜃𝛾𝜃𝑡−(𝜃+1) exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃

)     ………………………(6)     

𝑇ي دلة  = (𝑇1, …… , 𝑇𝑛) ي جه  ريبته ديي  ف و  ب عد  , فولب لــوة𝑡 = (𝑡1, … . , 𝑡𝑛) 

 لولآ ه :  (𝐶𝑟𝑖𝑠𝑝 𝑠𝑒𝑡)ي جه ب يدو وس ب يروا ل, فو ه ديلة ب تصي    ن  ب   بلايلوة ب   م   يدو وس ب لوي    T ية

𝐿(𝜃, 𝛾, 𝑡) =∏𝑓(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

= 𝜃𝑛𝛾𝑛𝜃∏ 𝑡−(𝜃+1)
𝑛

𝑖=1
exp (−∑ (

𝛾

𝑡
)

𝑛

𝑖=1

𝜃

)  

…………………(7) 

 . لية يروا ل يصيول يب ت  يي يفول يع ييوس لوي     هو   t إل  ة

 ديلة بة  ل ب ب صدغ  بلا د  :  فه تو   ب يدو وس ب تمدمد      يبدي يعلين يدي فوة  ب   بلايلوة بلا  م 

𝐿∗ = log (𝐿0(𝜃, 𝛾, 𝑡̃))  

= 𝑛𝑙𝑜𝑔(𝜃) + 𝑛𝜃 log(𝛾) +∑log(∫ 𝑡−(𝜃+1) exp(−(
𝛾

𝑡
)
𝜃

)𝑑𝑡
∞

0

)

𝑛

𝑖=1

 

……………………..(8) 

  𝛾ي 𝜃ر مو  ب جبته يو  حي    يع يوس  يبلا ∗𝐿ديلة بة  تص    دهو ي ع دم  𝛾ي 𝜃م دوبس بلايلوة بلا  م   يع يوس يبة  

 ييحويبل ب   دج  يو ص و لولا ه :
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=
𝑛

𝜃̂
+ 𝑛𝑙𝑜𝑔(𝛾) − [∑

∫ [(𝑡−(𝜃̂+1) .𝑙𝑛(𝑡)+𝑡−2𝜃̂−1(𝛾̂)𝜃̂.𝑙𝑛(
𝛾̂

𝑡
)) )𝑒𝑥𝑝(−(

𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂
).𝑑𝑡.]

∞
0

∫ 𝑡−(𝜃+1) 𝑒𝑥𝑝(−(
𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂
)𝑑𝑡

∞
0

𝑛
𝑖=1 ] = 0   …… . . (9)  

𝜕𝐿∗

𝜕𝛾
=
𝑛𝜃

𝛾
−∑

∫ 𝑡−𝜃−1 (
𝛾
𝑡)

𝜃̂ 𝜃
𝛾
𝑒𝑥𝑝(−(

𝛾
𝑡)

𝜃̂

)𝑑𝑡
∞

0

∫ 𝑡−(𝜃̂+1) 𝑒𝑥𝑝 (−(
𝛾
𝑡)

𝜃̂

)𝑑𝑡
∞

0

= 0
𝑛

𝑖=1
 

…………………………..(10) 

 ل ك حيف  يتت  ة ب  لوبو ب وقيه   تص    ن  ،يو ه  دن ا و ك صدغ  يغ م    ت  (10)ي  (9)ي  ت  ية ب صدغ 

ت ن  تص    ن  𝑵𝒆𝒘𝒕𝒐𝒏–𝑹𝒂𝒑𝒉𝒔𝒐𝒏 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅 يم وبس بلايلوة بلا  م يل ك يوح   بم  ودم   دي ة وبفحية

 يلولا ه : 𝛾̂𝑚𝑙𝑒 ي 𝜃̂𝑚𝑙𝑒  م دوبس بلايلوة بلا  م ب  يويد  
ε دلة  = (𝜃, 𝛾)𝑇  , فوة     ب   يل  ي جه ب يع يوس(ℎ + ية  ي دوس ب  لوبو ديلة ب تصي    ن ب يع يوس لولا ه  (1

: 

𝜀ℎ+1 = 𝜀ℎ − [
𝜕2𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝜕𝜀𝜕𝜀𝑇
⃒𝜀=𝜀ℎ]

−1

. [
𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝜕𝜀
⃒𝜀=𝜀ℎ] 

 -  :أ إذ

𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝜕𝜀
=

(

 

𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝜕𝜃
𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝜕𝛽 )

  

𝜕2𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡)

𝜕𝜀𝜕𝜀𝑇
= (

𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡)

𝜕𝜃2
𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡)

𝜕𝜃𝜕𝛾

𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡)

𝜕𝜃𝜕𝛾

𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡)

𝜕𝛾2

))    

𝜀ℎ+1⃒⃒ت ن ب  مووب , بش ت ن دلية  𝑹𝒆𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 ي ح يو يعي د  ب  لوبو  − 𝜀ℎ⃒⃒   بق  ية𝜔 يتدت بة      

𝜔 >  ياي     صغدو ج ب .  0

 Wald,  ي حين  ودم   ودم  بلايلوة ب   م و  ي دجو  ب  م دو يو   ول  يع يوس  يبدي يعلين يدي  يوح عي

Technique)  ج  بيلاً يص يف  ب  يودة يب  يودة ب ير وك   يع يوس ب يوب   م دو ف ول ب يم   هو يوح عيو   وصد ) 

(𝐺𝑟𝑎𝑚𝑒𝑟 – 𝑅𝑜𝑎 𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 𝐵𝑜𝑢𝑛𝑑) :يب لش دحويش يعلين يت   يص يف  يع ييوس فدرو ب يروا ل يلولآ ه 

 = −
1

𝐼(𝜃 𝛾)
 

 يص يف  يع ييوس فدرو ديلة بة  ح  ور لولآ ه:
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𝐼(𝜃, 𝛾) = −𝐸 (
𝑆1 𝑆3
𝑆3 𝑆2

) 

 بش بة يص يف  ب  يودة يب  يودة ب ير وك   يع يوس ب يوب   م دو ف ول ب يم   هو دلية لولآ ه:

 =
1

𝐸 (
−𝑆1 −𝑆3
−𝑆3 −𝑆2

)
= (

̂
2(𝜃) ̂(𝜃, 𝛾)

̂(𝜃, 𝛾) ̂
2(𝛾̂)

) 

 ، فإة  يبدي ب يعود   : MLEفوة ف وبس ب يم    يع يوس ب يوب   م دواو ديلة بة دح  ور يفمًو    ود  ب يمووي   ـ 

𝑧 =
𝜃 − 𝜃 

√̂2(𝜃)

 

𝑧 =
𝛾 − 𝛾 

√𝜎̂2(𝛾)
 

 فوة ف ول ب يم   ل  يع ي  ية ب يع يوس  ح  ور لولآ ه: 95%ديلة  ة دموب يوح عيو  ب  يبدي ب  يدعه ب مدوحه ي  ول  م  

𝜃 − 𝑍1−
2

√̂2(𝜃) < 𝜃 < 𝜃 + 𝑍1−
2

√̂2(𝜃)       ………………  (11)    

𝛾 − 𝑍
1−


2
√̂2(𝛾) < 𝛾 < 𝛾 + 𝑍

1−

2
√̂2(𝛾̂)          ……………….  (12) 

 لضبابية :في حالة بيانات ا MLE Method)) الإمكان الأعظمطريقة  2--4

𝑛  ,𝑡بلب  يفوس   د و قدوحوس  د    ريبتد  يتجم  = (𝑡1, ……… . , 𝑡𝑛)   هو  يبدي يعلين يدي Inverse Weibull 

Distribution  :  ي ب   ب ليوف  بلات يو د 

𝑓(𝑡, 𝜃, 𝛾) = 𝜃𝛾𝜃𝑡−(𝜃+1) exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃

)     ………………………(13)     

𝑇ي دلة  = (𝑇1, …… , 𝑇𝑛) ي جه  ريبته ديي  ف و  ب عد  , فولب لــوة𝑡 = (𝑡1, … . , 𝑡) 

 لولآ ه :  (𝐶𝑟𝑖𝑠𝑝 𝑠𝑒𝑡)ي جه ب يدو وس ب يروا ل, فو ه ديلة ب تصي    ن  ب   بلايلوة ب   م   يدو وس ب لوي   𝑇 ية 

𝐿(𝜃, 𝛾, 𝑡) =∏𝑓(𝜃, 𝛾, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

= 𝜃𝑛𝛾𝑛𝜃∏ 𝑡−(𝜃+1)
𝑛

𝑖=1
exp (−∑ (

𝛾

𝑡
)

𝑛

𝑖=1

𝜃

)  

…………………(14) 

 . لية يروا ل يصيول يب ت  يي يفول يع ييوس لوي     هو𝑡 إل  ة 

غدو يروا ل يصيول يب ت  ي قدم  ي  يفو يع ييوس جبتد    هو فه صدغ  يجيي    يويد  جبتد  t بيو بلب لو س 

(𝑭𝒖𝒛𝒛𝒚 𝒔𝒖𝒃𝒔𝒆𝒕)   ي ب   ب  يوµ𝐴̃(𝑡)   هو قدون ييود , فوة ب يروا ل ب  يويد 𝑡̃   ديلة بة  عيو  ة ب يروا ل ب جبتد

 . 𝑡̃ ع  ل يبدي بت يو ه د حو ب مدي   ة   ك ب يروا ل ب جبتد    µ𝐴̃  يو  يبة  ب   بلا T ية ب ي جه ب عريبته 𝑥 ة 
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 ديلة يص هو يو هو  و ج   ة   ي دة :   𝑡̃بة ب يجيي   ب  يويد  

 𝑡  يحتيب ية𝑇  

  ب ي جه ب يرواt    يييوي  يع ييوس جبتد  ديي  ب يروا ل يب  يو  ل  يروا لµ𝑡̃(𝑡) 

 ييلر بة ب   يل بلاي ن فم   ع   جوي   ريبتد  ، بيو ب   يل ب يو د  ف   ية  جيدي يع ييوس  ة  يدجب بة   ت  فه الب ب

𝑥  . ي يلج    ك ب يع ييوس ل يبدي بت يو ه  يويه 

 ديلة بة   يي  يو  يبدي بلات يو ه بلا ه :   𝑡يبة ب يع ييوس  ة 

µ𝑡̃(𝑡) = µ𝑡̃1(𝑡)𝘹……… . . 𝘹µ𝑡̃𝑛(𝑡)     ……………… . (15) 

يع ول يد  وض بة  ب   ب  يو او  هو قدون ييود  فو  و ديلة بة  تحب بت يو هو يفموً ب ن  عودف بلات يو    t فولب لو س

 ب  يويه فديلة ب تصي    ن  ب   بلايلوة بلا  م   يدو وس ب  يويد  لولا ه:

𝐿(𝜃, 𝛾, 𝑡̃) = 𝑝(𝑡̃, 𝜃, 𝛾) = ∫𝑓(𝑡̃; 𝜃, 𝛾) µ𝑡̃(𝑡)𝑑𝑡       ………… . (16) 

, ي   وض بة  ب   بلا  يو  ب ير ول   Tاي  تيد  ية ي جه  ريبته ي يوي  ب  يبدي ييح م   𝑡ي و يو بة ي جه ب يدو وس 

 قوي      ت د  , فوة  ب   بلايلوة بلا  م ب  يويد    يبدي يعلين يدي  ب  يويه ديلة بة  ل ب ب صدغ  بلا د  : 

𝐿∗ = log (𝐿0(𝜃, 𝛾, 𝑡̃))  

= 𝑛𝑙𝑜𝑔(𝜃) + 𝑛𝜃 log(𝛾) +∑log(∫ 𝑡−(𝜃+1) exp(−(
𝛾

𝑡
)
𝜃

)µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

)

𝑛

𝑖=1

 

……………………..(17) 

  𝛾ي 𝜃ر مو  ب جبته يو  حي    يع يوس  يبلا ∗𝐿ديلة بة  تص    دهو ي ع دم  𝛾ي 𝜃م دوبس بلايلوة بلا  م   يع يوس يبة  

 ييحويبل ب   دج  يو ص و لولا ه :

 

 

=
𝑛

𝜃̂
+ 𝑛𝑙𝑜𝑔(𝛾) − [∑

∫ [(𝑡−(𝜃̂+1) .𝑙𝑛(𝑡)+𝑡−2𝜃̂−1(𝛾̂)𝛼̂.𝑙𝑛(
𝛾̂

𝑡
)) )𝑒𝑥𝑝(−(

𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂
).µ𝑡̃𝑖

(𝑡)𝑑𝑡.]
∞
0

∫ 𝑡−(𝜃̂+1) 𝑒𝑥𝑝(−(
𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂
)µ𝑡̃𝑖

(𝑡)𝑑𝑡
∞
0

𝑛
𝑖=1 ] = 0   …… . . (18)  

𝜕𝐿∗

𝜕𝛾
=
𝑛𝜃

𝛾
−∑

∫ 𝑡−𝛼−1 (
𝛾
𝑡)

𝛼̂ 𝜃
𝛾
𝑒𝑥𝑝(−(

𝛾
𝑡)

𝜃̂

)µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

∫ 𝑡−(𝜃̂+1) 𝑒𝑥𝑝 (− (
𝛾
𝑡)

𝜃̂

)µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

= 0
𝑛

𝑖=1
 

…………………………..(19) 
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 ل ك حيف  يتت  ة ب  لوبو ب وقيه   تص    ن  ،يو ه  دن ا و ك صدغ  يغ م    ت  (19)ي  (18)ي  ت  ية ب صدغ 

ت ن  تص    ن  𝑵𝒆𝒘𝒕𝒐𝒏–𝑹𝒂𝒑𝒉𝒔𝒐𝒏 𝒎𝒆𝒕𝒉𝒐𝒅 يم وبس بلايلوة بلا  م يل ك يوح   بم  ودم   دي ة وبفحية

 يلولا ه : 𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒 ي 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒  م دوبس بلايلوة بلا  م ب  يويد  
ε دلة  = (𝜃, 𝛾)𝑇  , فوة     ب   يل  ي جه ب يع يوس(ℎ + ية  ي دوس ب  لوبو ديلة ب تصي    ن ب يع يوس لولا ه  (1

: 

𝜀ℎ+1 = 𝜀ℎ − [
𝜕2𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃)

𝜕𝜃𝜕𝜃𝑇
⃒𝜀=𝜀ℎ]

−1

. [
𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃)

𝜕𝜀
⃒𝜀=𝜀ℎ] 

 -  :أ إذ

𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃)

𝜕𝜀
=

(

 

𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃)

𝜕𝜃
𝜕𝐿∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃)

𝜕𝛾 )

  

𝜕2𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡̃)

𝜕𝜀𝜕𝜀𝑇
= (

𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡̃)

𝜕𝜃2
𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡̃)

𝜕𝜃𝜕𝛾

𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾,𝑡̃)

𝜕𝜃𝜕𝛾

𝜕𝐿∗(𝜃,𝛾𝑡̃)

𝜕𝛾2

))    

𝜀ℎ+1⃒⃒ت ن ب  مووب , بش ت ن دلية  𝑹𝒆𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 ي ح يو يعي د  ب  لوبو  − 𝜀ℎ⃒⃒   بق  ية𝜔  يتدت بة𝜔 >

 ياي     صغدو ج ب .  0

 Waldي دجو  ب  م دو يو   ول  يع يوس  يبدي يعلين يدي  يوح عيو   ودم  بلايلوة ب   م ب  يويد ,  ي حين  ودم  

Technique)  ج  بيلاً يص يف  ب  يودة يب  يودة ب ير وك   يع يوس ب يوب   م دو ف ول ب يم   هو يوح عيو   وصد ) 

(𝐺𝑟𝑎𝑚𝑒𝑟 – 𝑅𝑜𝑎 𝑙𝑜𝑤𝑒𝑟 𝐵𝑜𝑢𝑛𝑑) :يب لش دحويش يعلين يت   يص يف  يع ييوس فدرو ب يروا ل يلولآ ه 

 = −
1

𝐼(𝜃, 𝛾)
 

 يص يف  يع ييوس فدرو ديلة بة  ح  ور لولآ ه:

𝐼(𝜃, 𝛾) = −𝐸 (
𝑆1 𝑆3
𝑆3 𝑆2

) 

 بش بة يص يف  ب  يودة يب  يودة ب ير وك   يع يوس ب يوب   م دو ف ول ب يم   هو دلية لولآ ه:

 =
1

𝐸 (
−𝑆1 −𝑆3
−𝑆3 −𝑆2

)
= (

̂
2(𝜃) ̂(𝜃, 𝛾)

̂(𝜃, 𝛾) ̂
2(𝛾̂)

) 

 ، فإة  يبدي ب يعود   : MLEفوة ف وبس ب يم    يع يوس ب يوب   م دواو ديلة بة دح  ور يفمًو    ود  ب يمووي   ـ 
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𝑧 =
𝜃 − 𝜃 

√̂2(𝜃)

 

𝑧 =
𝛾 − 𝛾 

√𝜎̂2(𝛾)
 

 ف ول ب يم   ل  يع ي  ية ب يع يوس  ح  ور لولآ ه: فوة 95%ديلة  ة دموب يوح عيو  ب  يبدي ب  يدعه ب مدوحه ي  ول  م  

𝜃 − 𝑍1−
2

√̂2(𝜃) < 𝜃 < 𝜃 + 𝑍1−
2

√̂2(𝜃)       ………………  (20)    

𝛾 − 𝑍1−
2

√̂2(𝛾̂) < 𝛾 < 𝛾 + 𝑍1−
2

√̂2(𝛾)          ……………….  (21)   

 

 في حالة بيانات الحقيقة : )MLE MethodR)النسبية  طريقة الإمكان الأعظم -4-3

. ديلة بة  ل ب ب صدغ  بلا د      يبدي يعلين يدي بة  ب   ب يلوة ب   م   

 

𝐿∗ = log (𝐿0(𝜃, 𝛾, 𝑡))  

= 𝑛𝑙𝑜𝑔(𝜃) + 𝑛𝜃 log(𝛾) + ∑ log (∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (− (
𝛾

𝑡
)
𝜃

)𝑑𝑡
∞

0
𝑛
𝑖=1 …… . . (22)  

 (  تص    ن بلآ ه:22فه يعو      𝛾̂𝑚𝑙𝑒 ي 𝜃̂𝑚𝑙𝑒 يبلب  م  عيدض ب يع يوس ب يم ول ي ودم  بلايلوة ب   م 

𝑳∗( 𝜃̂𝑚𝑙𝑒 ,  𝛾̂𝑚𝑙𝑒 , 𝑡) = 𝑛𝑙𝑜𝑔( 𝜃̂𝑚𝑙𝑒) + 𝑛 𝜃̂𝑚𝑙𝑒 log( 𝛾̂𝑚𝑙𝑒) +

∑ log (∫ 𝑡−( 𝜃̂𝑚𝑙𝑒+1)exp (− (
 𝛾̂𝑚𝑙𝑒

𝑡
)
 𝜃̂𝑚𝑙𝑒

)𝑑𝑡
∞

0
𝑛
𝑖=1     ……… . (23)  

( 23 (   ن يعو   22(  تص    دهو يمحي  يعو     Relative Likelihood Functionفوة  ب   بلايلوة ب  حيد   

 ي تص    ن بلآ ه:

𝑅(𝜃, 𝛾, 𝑡) =
𝑳∗(𝜃,𝛾,𝑡̃)

𝑳∗( 𝜃̂𝑚𝑙𝑒, 𝛾̂𝑚𝑙𝑒,𝑡̃)
=    

𝑛𝑙𝑜𝑔(𝜃)+𝑛𝜃 log(𝛾)+∑ log (∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃
)𝑑𝑡

∞
0

𝑛
𝑖=1

𝑙𝑜𝑔( 𝜃̂𝑚𝑙𝑒)+𝑛 𝜃̂𝑚𝑙𝑒 log( 𝛾̂𝑚𝑙𝑒)+∑ log (∫ 𝑡−( 𝜃̂𝑚𝑙𝑒+1)exp (−(
 𝛾̂𝑚𝑙𝑒
𝑡

)
 𝜃̂𝑚𝑙𝑒

)𝑑𝑡
∞
0

𝑛
𝑖=1 )

    

……………………(24) 

 فوة يم و بلايلوة بلا  م ب  حيه   يع ي   𝜃(𝛾)يو ويب   𝛾ييع ييد  ب يع ي   𝜃بلب ويب و ب ن يم و بلايلوة بلا  م   يع ي  

𝛾:ديلة ب تصي    دهو ي ع دم  ب   بلايلوة    يبدي يلولآ ه 
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𝐿𝑝(𝛾) =  𝑚𝑎𝑥𝜃𝑳
∗(𝜃, 𝛾, 𝑡) = 𝑳∗(𝜃(𝛾), 𝛾, 𝑡)  

= 𝑚𝑎𝑥𝜃𝐿𝑜𝑔 (𝜃(𝛾)) + 𝑛𝜃(𝛾) log(𝛾) +∑log  (∫ 𝑡−(𝜃̂(𝛾)+1) exp(− (
𝛾

𝑡
)
𝜃̂(𝛾)

)𝑑𝑡
∞

0

 

𝑛

𝑖=1

  …… . (25) 

 ييحويبل ب ير م  يو ص و يلولآ ه: 𝛾يل ك يولار مو  يو  حي    يع ي   𝐿𝑝(𝛾)ي ميم ي ع دم ب  ب   

𝑅𝑃(𝛾) =
𝜕𝐿𝑝(𝛾)

𝜕𝛾
=

𝑛𝜃̂(𝛾̂)

𝛾̂
+ ∑

𝑡−(𝜃̂(𝛾̂)+1)𝜃̂(𝛾)(
𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂(𝛾̂)−1

exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃̂(𝛾̂)

)

∫ 𝑡−(𝜃̂(𝛾̂)+1)exp (−(
𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂(𝛾̂)

)𝑑𝑡
∞
0

𝑛
𝑖=1 = 0    

…………..(26) 

 ديلة ب تصي    ده لولآ ه: 𝜃دجو  يم و بلايلوة بلا  م ب  حيه   يع ي  لا

𝐿𝑝(𝜃) =  𝑚𝑎𝑥𝜃𝑳
∗(𝜃, 𝛾, 𝑡) = 𝑳∗(𝜃, 𝛾(𝜃); 𝑡)  

            = 𝑚𝑎𝑥𝜃𝐿𝑜𝑔(𝜃) + 𝑛𝜃 log(𝛾(𝜃)) +

∑ log (∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (− (
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃

)𝑑𝑡
∞

0
𝑛
𝑖=1      ……………… . . (27)   

 ييحويبل ب ير م  يو ص و يلولآ ه: 𝜃يل ك يولار مو  يو  حي    يع ي   𝐿𝑝(𝜃)ي ميم ي ع دم ب  ب   

𝑅𝑃(𝜃) =
𝜕𝐿𝑝(𝜃)

𝜕𝜃
=

1

𝜃̂
+ 𝑛 log(𝛾̂(𝜃)) +

∑
𝑡−(𝛼+1) exp(−(

𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
(
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
)𝑙𝑂𝐺(

𝛾̂(𝜃)

𝑡
)−(𝜃+2)𝑡−(𝜃+2)exp (−(

𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
)

∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (−(
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
)𝑑𝑡

∞
0

𝑛
𝑖=1 = 0    

……………(28) 

 اه يجيي   ل  ب مدم ب  ه  تمو: 𝛾تحب يم وبس بلايلوة بلا  م ب  حيد    يع ي   %011فوة ف ول ب يم  

 𝑅𝑃(𝛾)     ………………………… . . (29)    

 𝛽اه ب  يغوود م ب  يدعه   ب   بلايلوة ب  حيد  ب جبتد    يع ي    𝑟𝑃(𝛾)بل بة 

 بلا  م ب  حيد  ديلة ب تصي    دهو يت  ب يعو   دة بلآ د دة: ب يلوة  فوة ف ول ب يم  

𝑟𝑃(𝛾) − Log() = 0       …………………… . . (30)      

𝑟𝑃(𝛾) − Log(0.147) = 0        ……………………(31)  

تحب  %011يبة ف ول ب يم   (Bisection Method( ديلة ت هيو يوح عيو   ودم  ب مو ي  31( ي  30يب يعو   دة  

 اه يجيي   ل  ب مدم ب  ه  تمو: 𝜃يم وبس بلايلوة بلا  م ب  حيد    يع ي  

 𝑅𝑃(𝜃)       ……………………(32)     
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 𝜃اه ب  يغوود م ب  يدعه   ب   بلايلوة ب  حيد  ب جبتد    يع ي    𝑟𝑃(𝜃)بل بة 

 بلا  م ب  حيد  ديلة ب تصي    دهو يت  ب يعو   دة بلآ د دة: م  ب يلوة فوة ف ول ب ي

𝑟𝑃(𝜃) − Log() = 0       ……………… . (33)      

𝑟𝑃(𝜃) − Log(0.147) = 0        … . ……………(34)   

 (Bisection Method( ديلة ت هيو يوح عيو   ودم  ب مو ي  34( ي  33يب يعو   دة  

 ضبابية :في حالة بيانات ال RMLE Method)النسبية ) طريقة الإمكان الأعظم 4--4

. بة  ب   ب يلوة ب   م ب  يويد    يبدي يعلين يدي  ب  يويه ديلة بة  ل ب ب صدغ  بلا د     

 

𝐿∗ = log (𝐿0(𝜃, 𝛾 , 𝑡̃))  

= 𝑛𝑙𝑜𝑔(𝜃) + 𝑛𝜃 log(𝛾) + ∑ log (∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (− (
𝛾

𝑡
)
𝜃

)µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
𝑛
𝑖=1 )…… . . (35)  

 (  تص    ن بلآ ه:35فه يعو      𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒 ي 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒 يبلب  م  عيدض ب يع يوس ب يم ول ي ودم  بلايلوة ب   م ب  يويد  

𝑳∗( 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒 ,  𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒 , 𝑡̃) = 𝑛𝑙𝑜𝑔( 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒) + 𝑛 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒 log( 𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒) +

∑ log (∫ 𝑡−( 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒+1)exp (− (
 𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒

𝑡
)
 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒

)µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
𝑛
𝑖=1 )    ……… . (36)  

( 36 (   ن يعو   35(  تص    دهو يمحي  يعو     Relative Likelihood Functionفوة  ب   بلايلوة ب  حيد   

 ي تص    ن بلآ ه:

𝑅(𝜃, 𝛾, 𝑡̃) =
𝑳∗(𝜃,𝛾,𝑡̃)

𝑳∗( 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒, 𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒,𝑡̃)
=    

𝑙𝑜𝑔(𝜃)+𝑛𝜃 log(𝛾)+∑ log (∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃
)µ𝑡̃𝑖

(𝑡)𝑑𝑡
∞
0

𝑛
𝑖=1 )

𝑙𝑜𝑔( 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒)+𝑛 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒 log( 𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒)+∑ log (∫ 𝑡
−( 𝜃̂𝑓𝑚𝑙𝑒+1)exp (−(

 𝛾̂𝑓𝑚𝑙𝑒

𝑡
)
 𝜃̂̂𝑓𝑚𝑙𝑒

)µ𝑡̃𝑖
(𝑡)𝑑𝑡

∞
0

𝑛
𝑖=1 )

    

……………………(37) 

فوة يم و بلايلوة بلا  م ب  حيه   يع ي   𝜃(𝛾)يو ويب   𝛾   ييع ييد  ب يع ي  𝜃  بلب ويب و ب ن يم و بلايلوة بلا  م   يع ي  

𝛾 :ديلة ب تصي    دهو ي ع دم  ب   بلايلوة    يبدي يلولآ ه 

𝐿𝑝(𝛾) =  𝑚𝑎𝑥𝜃𝑳
∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃) = 𝑳∗(𝜃(𝛾), 𝛾, 𝑡̃)  

= 𝑚𝑎𝑥𝜃𝐿𝑜𝑔 (𝜃(𝛾)) + 𝑛𝜃(𝛾) log(𝛾)

+∑log  (∫ 𝑡−(𝜃̂(𝛾)+1) exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃̂(𝛾)

) µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0

 

𝑛

𝑖=1

  …… . (38) 
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 ييحويبل ب ير م  يو ص و يلولآ ه: 𝛾يل ك يولار مو  يو  حي    يع ي   𝐿𝑝(𝛾)ي ميم ي ع دم ب  ب   

𝑅𝑃(𝛾) =
𝜕𝐿𝑝(𝛾)

𝜕𝛾
=

𝑛𝜃̂(𝛾̂)

𝛾̂
+ ∑

𝑡−(𝜃̂(𝛾̂)+1)𝜃̂(𝛾)(
𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂(𝛾̂)−1

exp (−(
𝛾

𝑡
)
𝜃̂(𝛾̂)

)µ𝑡̃𝑖
(𝑡)

∫ 𝑡−(𝜃̂(𝛾̂)+1)exp (−(
𝛾̂

𝑡
)
𝜃̂(𝛾̂)

)µ𝑡̃𝑖
(𝑡)𝑑𝑡

∞
0

𝑛
𝑖=1 = 0    

…………..(39) 

 ب تصي    ده لولآ ه: ديلة 𝜃دجو  يم و بلايلوة بلا  م ب  حيه   يع ي  لا

𝐿𝑝(𝜃) =  𝑚𝑎𝑥𝜃𝑳
∗(𝜃, 𝛾, 𝑡̃) = 𝑳∗(𝜃, 𝛾(𝜃), 𝑡̃)  

            = 𝑚𝑎𝑥𝜃𝐿𝑜𝑔(𝜃) + 𝑛𝜃 log(𝛾(𝜃)) +

∑ log (∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (− (
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃

)µ𝑡̃𝑖(𝑡)𝑑𝑡
∞

0
𝑛
𝑖=1      ……………… . . (40)   

 ييحويبل ب ير م  يو ص و يلولآ ه: 𝜃يل ك يولار مو  يو  حي    يع ي   𝐿𝑝(𝜃)ي ميم ي ع دم ب  ب   

𝑅𝑃(𝜃) =
𝜕𝐿𝑝(𝜃)

𝜕𝜃
=

1

𝜃̂
+ 𝑛 log(𝛾̂(𝜃)) +

∑
𝑡−(𝜃+1) exp(−(

𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
(
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
)𝑙𝑂𝐺(

𝛾̂(𝜃)

𝑡
)µ𝑡̃𝑖

(𝑡)−(𝜃+2)𝑡−(𝜃+2)exp (−(
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
)µ𝑡̃𝑖

(𝑡)

∫ 𝑡−(𝜃+1)exp (−(
𝛾̂(𝜃)

𝑡
)
𝜃
)µ𝑡̃𝑖

(𝑡)𝑑𝑡
∞
0

𝑛
𝑖=1 = 0    

……………(41) 

 اه يجيي   ل  ب مدم ب  ه  تمو: 𝛾تحب يم وبس بلايلوة بلا  م ب  حيد    يع ي   %011فوة ف ول ب يم  

 𝑅𝑃(𝛾)     ………………………… . . (42)    

 𝛾اه ب  يغوود م ب  يدعه   ب   بلايلوة ب  حيد  ب جبتد    يع ي    𝑟𝑃(𝛾)بل بة 

 بلا  م ب  حيد  ديلة ب تصي    دهو يت  ب يعو   دة بلآ د دة: ب يلوة  فوة ف ول ب يم  

𝑟𝑃(𝛾) − Log() = 0       …………………… . . (43)      

𝑟𝑃(𝛾) − Log(0.147) = 0        ……………………(44)  

تحب  %011يبة ف ول ب يم   (Bisection Method( ديلة ت هيو يوح عيو   ودم  ب مو ي  44( ي  43يب يعو   دة  

 اه يجيي   ل  ب مدم ب  ه  تمو: 𝜃يم وبس بلايلوة بلا  م ب  حيد    يع ي  

 𝑅𝑃(𝜃)       ……………………(45)     

 𝜃اه ب  يغوود م ب  يدعه   ب   بلايلوة ب  حيد  ب جبتد    يع ي    𝑟𝑃(𝜃)بل بة 

 بلا  م ب  حيد  ديلة ب تصي    دهو يت  ب يعو   دة بلآ د دة: م  ب يلوة فوة ف ول ب ي

𝑟𝑃(𝜃) − Log() = 0       ……………… . (46)      
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𝑟𝑃(𝜃) − Log(0.147) = 0        … . ……………(47)   

 (Bisection Method( ديلة ت هيو يوح عيو   ودم  ب مو ي  47( ي  46يب يعو   دة  

 

 

 

 

 :((The application aspectالجانب التطبيقي 5-

 البيانات الحقيقية(:) للبيانات غير المضببة بحثعينة ال-5-1

 from article::  The Long Term Fréchet distribution: Estimation, Properties and ) الب ب يتت ية  يدو وس  م ب ل

its Application) 

(Remos;Nascimento&Louzada,2017,p:8-9) 

 29 يقوس ب يمو    ن قد  ب تدول فه حو وة ب  م يو ح يبس  عي دوس ب بوع ب لب ه ب  ( ديي  ب يدو وس ب تمدمد  ب  ه  يي  5ب ج ي   

 ب يو ن  تدت دردو + ب ن ب يلات وس ب  و ع    وقوي  (

0.1616 0.1397 0.0959 0.0877 0.0849 0.0630 0.0384 1.0301 

0.3863 0.2740 0.2712 0.2384 0.2164 0.2137 0.2137 0.1699 

0.8575 0.7397 0.6849 0.6438 0.6000 0.5918 0.4548 0.4384 

+1.7205 1.5260 1.4000 1.3452 1.2822 1.0082 0.9644 0.9096 

+4.4219 3.4411 +3.1726 3.0384 +2.6466 +2.5068 2.2438 +1.9890 

  +5.0000 +4.9863 +4.7808 +4.6904 +4.5863 +4.4356 

 

يع    يدو  الب ب يتت   يدو وس ب تمدمد   يحيف د م  تيد هو  اله ب يدو وس ب ن ب يدو وس ب  يويد  يوح   بم  ب   بلا  يو  

α)   ( ييوح   بم  4ب يي يد  تحب ب صدغ    − 𝐶𝑢𝑡)  0.5    ي تص    ن يدو وس  يويد    جوب  يموو   يدة ب  و

 ( 2فه ب ج ي    ب  م دو فه تو   ب يدو وس ب تمدم  يب  يويد  يبدهيو بف   ية  وتد  ب  م دو ليو

real fuzzy membership real data fuzzy data membership real data 

1.989 0.166482223 0.8575 0.5918 0 0.0301 

1.989 0.176965331 0.9096 0.6 0.001670054 0.0384 

      

2.5068 0.18799171 0.9644 0.6438 0.006619852 0.063 

2.6466 0.196804765 1.0082 0.6849 0.011026379 0.0849 

3.0384 0.251936659 1.2822 0.7397 0.01158977 0.0877 

3.1726 0.26461297 1.3452 0.8575 0.013239703 0.0959 

3.4411 0.275639349 1.4 0.9096 0.022052758 0.1397 

4.4219 0.300991972 1.526 0.9644 0.026459285 0.1616 

4.4356 0.340127568 1.7205 1.0082 0.028129339 0.1699 
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4.5863 0.3941528 1.989 1.2822 0.036942393 0.2137 

4.6904 0.445421437 2.2438 1.3452 0.036942393 0.2137 

4.7808 0.498340007 2.5068 1.4 0.037485664 0.2164 

4.9863 0.526469345 2.6466 1.526 0.041912312 0.2384 

5 0.60530393 3.0384 1.7205 0.048512042 0.2712 

 0.632306485 3.1726  0.049075434 0.274 

 0.686331717 3.4411  0.071671462 0.3863 

 0.883679752 4.4219  0.082154571 0.4384 

 0.886436347 4.4356  0.085454436 0.4548 

 0.916758889 4.5863  0.113020383 0.5918 

 0.937704984 4.6904  0.114670315 0.6 

 0.955894485 4.7808  0.12348337 0.6438 

 0.997243405 4.9863  0.131753154 0.6849 

 1 5  0.142779533 0.7397 
 

Point estimation of the parameters 𝛼 and 𝛽 for the fuzzy and real data with error parentheses 

 (3ليو فه ب ج ي   

Parameters  Par. of MLE  Par. of Relative 

MLE 

K-s  

(fuzzy ) 𝜃=4 

  

  

(real) 

4.4501 
(  . 4501) 

      

 0.6459 

(3.3541) 

                                       

4.4753 

(.4753) 

 

1.8549 

(2.1451) 

1.5682 

 

 

 

0.0945 

 (fuzzy )  𝜸=0.9 

 

  (real) 

          0.9072 
         (.0072) 

          

          0.1728 

         (0.7272) 

0.9079 

(0.0079) 

 

0.1300 

(0.7700) 

 

حيدو يف (  ة  ودو يو ويج ل ب ي غ   –( يوح عيو  ب  يوو تحة ب ي ويم    لي يويف 2ب ج ي    م ب  يوو ب يدو وس فه 

 يو لاب    ول  ية لية ب يدو وس   يي  يبدي يعلين يدي  بم لا تحب ب  و د  بلا د  

 𝐻0ب يدو وس   يي  يبدي يعلين يدي  :   

   𝐻1 ب يدو وس لا   يي  يبدي يعلين يدي  :  

( اكبر من مستوى معنوية  0.0945, 8.6518ابية وحقيقية هي ) ( في حالة بيانات ضب3نتيجة الاختبار في جدول )وكانت 

 وعليه لا نرفض فرضية العدم  لذلك بان البيانات الضبابية والحقيقية تتبع توزيع معكوس ويبل  0.06
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نلاحظ بان تقدير المعلمات بالنقطة في حالة البيانات الضبابية تمتلك اقل خطأ  من البيانات الحقيقية هذا يعني بانه   البيانات 

 الضبابية  كانت افضل  في تقدير معلمات من البيانات الحقيقية 

( هي اقل من الخطأ  بطريقة الإمكان الأعظم  0.4608 بطريقة الإمكان الأعظم  )  α=   4و نلاحظ ان الخطأ عند معلمة 

( اقل من الخطأ  0.0098نلاحظ  بان الخطأ  بطريقة الإمكان الأعظم )   β=  0.7(  اما عند المعلمة   0.4961النسبية ) 

 الأعظم النسبية. ( لذلك تكون طريقة الإمكان الأعظم هي افضل من طريقة الإمكان 0.0097بطريقة الإمكان الأعظم النسبية )  

 

 

 

 

Interval estimations of the parameters 𝛂 and 𝛃 for the fuzzy data   ( 4كما في الجدول) 

Fuzzy                                     

data  

  MLE   CL for mle Relative Mle      CL for r-mle 

Interval  

length   

Of   𝜃h  

 

(4.3119 ,   

4.5883) 

 

0.2764 (4.3370   , 

4.6136) 

0.2766 

Of    𝛾h (0.7446 ,   

1.0699) 

 

0.3253 (0.7443 -   

1.0715) 

0.3272 

 

في    β αو( باستخدام بيانات ضبابية بطريقة الإمكان الأعظم  للمعلمات  4ر المعلمات بالفترة  في الجدول )نلاحظ ان تقدي

( على التوالي في طريقة  الإمكان الأعظم بالفترة  الثقة عند 0.7098, 4.4608توزيع معكوس ويبل للبيانات ضبابية ) 

على التوالي اما طريقة الإمكان الأعظم النسبية    ]  0.9445,  8.0577 [و  ] β  α    ]  4.6111   ,4.1887ومعلمتين  

,  4.5815 [(  على التوالي في طريقة الإمكان الأعظم النسبية بالفترة الثقة  4.4961  ,0.7097)   β  αوعند معلمتين  

على التوالي ولاحظنا من النتائج بان طريقة الإمكان الأعظم للتقدير بالفترة الثقة تكون  ] 0.9441,  8.0986 [و  ]  4.1190

ترة الثقة أي ان طول فترة الثقة بطريقة الإمكان الأعظم اقل من طول اضيق  مقارنة من طريقة الإمكان الأعظم النسبية بالف

 فترة الثقة بطريقة الإمكان الأعظم النسبية   .  
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 ( دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع معكوس ويبل للبيانات الضبابية  والحقيقية 1(  والشكل )8الشكل )

نلاحظ من الشكل أعلاه بان تقدير معلمات توزيع معكوس ويبل للبيانات الضبابية   في دالة الاحتمالية  تقع  بين فترات الثقة   

 . للمعلمات المراد تقديرها اما في حالة بيانات حقيقية تقع خارج فترات الثقة للمعلمات المراد تقديرها
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 التوزيعية التراكمية لتوزيع معكوس ويبل للبيانات الضبابية والحقيقية  ( دالة5(  والشكل )4الشكل )

 لات  ية ب رل    لاه يوة  م دو يع يوس  يبدي يعلين يدي    يدو وس ب  يويد   فه  ب    ب  يبدعد  ب  وبليد   مي يدة 
 ب يم    يع يوس ب يوب   م دواو .ف وبس ب يم    يع يوس ب يوب   م دواو بيو فه تو   يدو وس تمدمد   مي  وور ف وبس 

 

 :الاستنتاجات 6-

 أظه ا  تائج  لجا ب  لتقيةقي في  هذ   ل حث ما  لي   
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(  لات  بة يع يوس ب يم ول   يبدي يعلين يدي   يدو وس ب  يويد  لو س     ية يع يوس ب يم ول 3ية ب ج ي    -1

 .  يدو وس ب تمدمد  

(  لات  بة يع يوس ب يم ول يو  ودم  ب يلوة ب   م بف   ية  ودم  ب يلوة ب   م ب  حيد  (3ية ب ج ي   -2

 . يدو وس ب  يويد  

(  لات  بة يع يوس ب يم ول يو   ول يو  ودم  ب يلوة ب   م بف   ية  ودم  ب يلوة ب   م 4ج ي   ية ب  -3

 .ب  حيد   يدو وس ب  يويد  

بلات يو د  ي ب   ب  يبدعد  ب  وبليد   يدو وس ب  يويد   مي  ية  م دو يو   ول  ش يدة ت دة   لات  و بة ب  ب   ب ليوف  -4

 . ب  ن يب  ن  بيو فه تو   يدو وس ب تمدمد   مي  وور  م دو يو   ول

 :التوصيات 7-

 . يب  دوو  يب  ب  يو   يويد    وب    وب ي  يدو   ن ب يدو وس ب  يويد  وس يبدع ب يوتيدة يوح   بم   يصه-5

ت يو د     يبدعوس بلا يو   ول  يم وت    م دو يع يوسب ت دي  يب  يو   ول   يصه ب يوتيدة يوح عيو   وبتو  م دو-4

 ب يم وت .
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