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 تطوير خوارزمية المتجهات المترافقة المعدلة
 2أمل نشأة شاكر،  1عباس حسن تقي

 ، جامعة كركوك ، كركوك ، العراق كلية العلوم 1
 ، جامعة تكريت ، تكريت ، العراق كلية التربية للعلوم الصرفةقسم الرياضيات ،  2

 

 الملخص
ل رائييق التييارم المترافييق المعاليية   لعييياار سييرعة تقاربظييا ميي  اتمترييال بماصييية التقييار  ال ييام  ميييط ا   V1-CG ريقيية  فييه اييلا البمييط تييم ت ييوير

 ساوي صرر.مة الته فيظا الم تقات العليا تتاله ال ريقة الى الاوا  العا بيعية ممابة صارمة   وقا تم ت ويرا تقاق اله ال ريقة استنا الى االة تر 
المقترمية والتجيار  العاايية عليى بعيل اوا  اتمتبيار والظيرت لنيا تمسي  واضي  عليى  لماا والتقار  ال يام  للموارعمييةتم اثبات ماصية اتنماار ا

 المعالة فه الا المجا .  V1-CG ريقة 
 (Introductionالمقدمة     ) .1

جييييره اتاتمييييام ب رائييييق التييييارم المترافييييق لسييييببي    اتو  اييييو ا  اييييله 
التقنييييات المعروفييية وافضيييلظا لمييي  انلمييية ال رائيييق ايييه مييي  بيييي  اقيييام 

المعيييييااتت الم يييييية لات اتبعيييييياا الكبييييييرر   والسيييييب  الثييييييانه ايييييو انيييييي  
 [9].باتمكا  تكييف اله ال رائق لم  مسائ  اتمثلية اللام ية 

 SD )تتمتي  ايله ال رائيق بمييعات تضيعظا بيي   ريقية اتنمياار المياا  
ا  الم يييتقات اتوليييى و ريقييية نييييوت    ت   ايييله ال رائيييق تت لييي  مسييي

فقيي    وتتمتييام لمسييا  الم ييتقات الثانييية ومعنظييا التييه تمتاجظييا  ريقيية 
عليى تغلبيت نيوت    كما انظا اسرع م   ريقة اتنماار الماا   أي انظا 

  وبميييا انظيييا تتمتيييام لمسيييا  مصيييروفة التقيييار  الب يييه  لظيييله ال ريقييية
واسييييعة لميييي  ايسييييه او أي ميييي  تقريباتظييييا   لييييلا فظييييه تسييييتمام بصييييورر 

                      [13]  مسائ  اتمثلية لات القياس الكبير .
ويعييرف نوعييا  لظييله ال رائييق   النييوع اتو  اييو  رائييق التييارم المترافييق 
الم ية ويعرف ايضآ ب رائق التارم المترافق التربيعيية   كميا اني  يعيرف 

 Pure Conjugateاميانيييآ باسيييم  رائيييق التيييارم المترافيييق النقيييية  

Gradient .وتستمام اله ال رائق لتصيغير الياوا  التربيعيية الممابية  )
اما النيوع الثيانه فيعيرف ب رائيق التيارم المترافيق اللام يية   كميا يعيرف 

 ة ايضآ ب رائق التارم المترافق غير التربيعي

 Nonqudratic Conjugate Gradient وتسيييتمام لتصيييغير   )
 لعامة اللام ية .الاوا  العامة الممابة او الاوا  ا

و   Hestenesاقترح  ريقة التارم المترافيق الم يية تو  ميرر البامثيا  
Stiefel   ارييية اسييتمامت فييه اتصيي  ( بوصييرظا  ريقيية تكر 1960سيينة

( لمي  انلمية Gaussian Elmination  للميلف كياوس بياي  ل ريقية
 [5] م ية كبيرر بمصروفة معاملات موجبة التعريف على الماسو .

و Hestenes بت يوير  ريقية  Reevesو   Fletcherوقيام كي  مي   
Stiefel  واييه 1960او   ريقيية تييارم مترافييق تم ييية سيينة  وتقييايم .)

واميار مي  اوائي  التقنييات المعروفية لمي  مسيائ  اتمثليية اللام ييية لات 
اتبعاا الكبيرر . وعلى مر السيني  اقترميت الكثيير مي  ال رائيق الممتلرية 

الصيييغة اتصييلية لظييله ال ريقيية   وبعييل ميي  اييله ال رائييق علييى غييرار 
 [9] لات استماام واس  فه الت بيق.

 انواع طرائق التدرج المترافق  2.

 Classical Conjugate)  طرائق التدرج المترافق التقليديةة   2.1

Gradient Methods) 
 كرارية لم  مسألة التصغير ريقة التارم المترافق الم ية اه  ريقة ت

Min f(𝑥) = ½  𝑥𝑇𝐺𝑥 −  𝑏𝑇𝑥 + 𝑐     (1) 
اييه مصييروفة  Gتمثيي  قيميية ثابتيية   و   cيمثيي  متجيي  ثابييت   و  bال  

. ويمكي  المصيو  علييى   n × nمتماثلية موجبية التعرييف مي  الينم  
( بصورر مكافئية بوصيرظا نلاميآ مي  المعيااتت الم يية وعليى النميو 1 

 اتته : 
G 𝑥 = b      (2) 

( . 2 ( ايييو المييي  نرسييي  للنليييام  1المييي  الومييييا للمسيييألة   ايييلا يجعييي 
وبللك يمكننا ا  نعا  ريقة التارم المترافق   اميا موارعميية لمي  أنلمية 

 [10]م ية أو تيجاا القيمة الصغره للاوا  الممابة التربيعية. 
( Residualيسيياوي المتبقييه    f( للاالييةGradientنلاميل ا  التييارم  
 ( للنلام الم ه   أي ا Negative Gradientأي التارم السال   

∇ f(𝑥) = G 𝑥 – b = g(𝑥)     (3) 
𝑥 وعناما  = 𝑥𝑘   

𝑔𝑘 = G𝑥𝑘 – b      (4) 
ميي  الصييرات الجييايرر بالملامليية ا   ريقيية التييارم المترافييق لظييا القابلييية 

  ال  (Conjugacyعليى تولييا مجموعية متجظيات لظيا ماصيية الترافيق  
  𝑑𝑘باستماام اتتجياه السيابق   𝑑𝑘+1يمكنظا ا  تمس  اتتجاه الجايا 

( - 𝑔𝑘+1 ويمتار بميط يكيو  تركيبيآ م ييآ مي     𝑔𝑘 والتارم الماله
  اتتجيياه السييابق ( وتنمتييام لمعرفيية  𝑑𝑘  اتجيياه اتنميياار ال ييايا ( و 

 ;موعية المترافقية للمج 𝑑0, 𝑑1, ….. , 𝑑𝑘−1جمي  اتتجااات السابقة 
مترافق م  جمي  اتتجااات السابقة .واله الصيرة تجعي  ايله  𝑑𝑘+1ال 

   مسامة مع  ومسابات قليلة . نكت ال ريقة تت ل
𝑑𝑘+1 = - 𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘+1𝑑𝑘      (5) 

 𝑑𝑘و  𝑑𝑘+1تمثيييييي  كمييييييية عااييييييية   تميييييياا بميييييييط يكييييييو    𝛽𝑘+1ال 
 . Gمترافقي  بالنسبة للمصروفة 

  اتجياه  𝑑0 = - 𝑔0 نمتيار اتجياه البميط اتو  عنيا النق ية اتبتاائيية 
ا  معيييا  التقيييار  ل رائيييق التيييارم المترافيييق    [9]اتنمييياار ال يييايا (  

                                                                [11] التكرار . يكو  م يآ مالم يسترج  
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ترافييييق لت ييييم  اوا  تم ييييية عاميييية يمكيييي  ا  تتوسيييي   ريقيييية التييييارم الم
باسيييتماام متسلسيييلة تيييايلر فيييه تقريييي  الاالييية اليييى الرتبييية لاالييية الظييياف . 
يييية وبيييالقر  مييي  المييي  تسيييلك ايييله الييياوا  سيييلوكآ م يييابظآ للييياوا  التربيع

. [4]                                                         
 Classical)  ) طريقةة التةدرج المترافةق التقليديةة (  (1خوارزميةة )

Conjugate Gradient Method) 
𝑑0 = - 𝑔0   ε  ضي    𝑥0: امتير قيمية ابتاائيية  1الخطةوة  > و   0
k = 0  . 
𝛼𝑘: امس   و  الم ور  2الخطوة  >   Wolfeيمقق  ر ه  0

           𝑓(𝑥𝑘 + 𝛼𝑑𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) + 𝑐1𝛼𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 و       

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑑𝑘 ≥ 𝑐2𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘     

0ميط ا               < 𝑐1 <  𝑐2 < 1  . 
الا كييييا   .   𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘: امسيييي   3الخطةةةةوة 

‖𝑔𝑘+1‖  <    عنائل توقف . 0
 𝑑𝑘+1 = - 𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑘+1وولا اتتجاه    𝛽𝑘+1: امس   4الخطوة 

𝑑𝑘 . 
 . 2والا  الى الم ور   k = k + 1: ض   5الخطوة 

تمتلييييف موارعميييييات التييييارم المترافييييق علييييى وفييييق اتمتيييييارات الممتلريييية 
. واكثيييير الصييييير الم ييييظورر لمصييييت  4فييييه الم ييييور   𝛽𝑘+1للمعلميييية

 بالجاو  اتته :

 

 [1]  في خوارزميات التدرج المترافق التقليدية  𝒌+𝟏( الخيارات المختلفة للمعلمة 1الجدول ذو الرقم )
          Hestenes – Stiefel (HS)1952 

𝛽𝐾+1
𝐻𝑆  = 

𝑔𝐾+1
𝑇 𝑦𝑘

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘

 
Fletcher- Reeves (RE) 1964 

𝛽𝐾+1
𝐹𝑅  = 

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑔𝑘+1

𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘

 
Polak- Ribiere (PR ) 1969 

𝛽𝐾+1
𝑃𝑅  = 

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑦𝑘

𝑔𝑘
𝑇𝑔𝑘

 
Dai- Yuan (DY) 1999 

𝛽𝑘+1
𝐷𝑌  = 

𝑔𝑘+1
𝑇 𝑔𝑘+1

𝑑𝑘
𝑇𝑦𝑘

 
 

 Propertiesخصائص خوارزميةات التةدرج المترافةق التقليديةة   2.2

of Classical Conjugate Gradient Algorithms)  ) 
  االية الظياف االية  م المترافق المواص اتتيية عنيامامتلك  رائق التار ت

 عية والبمط الم ه مضبو  يترب
Conjugacy   )𝑑𝑖الترافيق    .1

𝑇G 𝑑𝑗 = 0   ,   j = 0,1, …. 

, i-1    . 
Orthogonality  )𝑔𝑖التعاما     .2

𝑇𝑔𝑗 = 0 , j = 0,1, ….. , 

i-1  . 
Descent   )𝑑𝑖اتنمياار    .3

𝑇𝑔𝑖 = - 𝑔𝑖
𝑇𝑔𝑖 = - ‖𝑔𝑖‖

2 

< 0     . 
 ,Exact Line Searchمييييي  البميييييط المضيييييبو      .4

ELS)𝑔𝑘+1
𝑇 𝑑𝑘 = 0  ,  k ≥ 0  . 

 Quadratic Terminationماصيييية التوقييييف التربيعييييه   .5

Property)   .[13]                                          

ميييي  العمليييييات المسييييابية لكيييي  تكييييرار  O(n)تت ليييي  مضيييياعرات  .6
للتقيييار  اليييى الميييا اتانيييى   ايييلا يعنيييه ا  ليييايظا موارعمييييات التقيييار  

    [4]ال ام  ( .  

7. 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑑0, 𝑑1 , … . , 𝑑𝑘+1}=𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑔0 , 𝑔1 , … . , 𝑔𝑘+1}     

𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑔0, 𝐺𝑔1 , … . , 𝐺𝑘𝑔𝑘+1}  
 Krylovولظيييلا السيييب  تييياعى  رائيييق التيييارم المترافيييق ب ريقييية فضيييا  

 Krylov Subspace Method .) [3]الجعئه   

     لمتجهات المترافقةنظرية التقارب الشامل لطرائق ا

Global Convergence of Descent Method)  ) 
                                                        :قب  النلرية نمتام الى التعريف التاله

االييية مسيييتمرر وم يييتقتظا مسيييتمرر ومنتلمييية فيييه المجموعييية  𝑓(𝑥)لييييك  
 الممابة

 𝐿 =  {𝑥 ∈  𝑅𝑛 ∶ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥1)}   
عنائل  𝑑𝑘  و𝑘 −العاوية الممصورر بي  اتجاه البمط θليك  و 

cos 𝜃 =  
−𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘

‖𝑑𝑘‖‖𝑔𝑘‖
   

تمقق ماصية اتنماار وا  المتتابعة المتولار بي  𝑑𝑘ميط ا  
𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘 + 𝛼𝑘𝑑𝑘  ا  أيتتقار  الى النق ة المرجة  

𝑔𝑘 = 0    𝑜𝑟   𝑓(𝑥𝑘) →  −∞   𝑜𝑟  𝑔𝑘  → 0                    

≥ θ الا كانت       
𝜋

2
−  𝜇  والبمط الم ه مضبو . INT[1]  

 Modified Conjugateطرائةةةق التةةةدرج المترافةةةق المعدلةةةة 2.3

Gradient Methods)  ) 

ا   رائق التارم المترافقة المعالة تعتبر م  ال رائق المظمة فه الا 
المجا  تنظا ترتب  بعلاقة ضمنية م   رائق ال بيظة بنيوت  واللي 

الظاف االة تربيعية وبمط  تمتلك سرعة تقار  تربيعية الا كانت االة
ات انظا  م ية فه الاوا  العامةوتكو  سرعتظا فوق ال م ه مضبو 

تمتام الى مصروفة وعمليات مسابية كبيرر وللتغل  على الم اك  
الموجوار فه  رائق ال بيظة بنيوت  وعياار سرعة تقار   رائق 

المتجظات المترافقة تم استمااط موارعميات التارم المترافق المعالة  
 BFGSاستمام صيغة    [12]فه  Shanno فعلى سبي  المثا 

𝐻𝑘( ميط اعتبر 6  بيظة بنيوت  والمعرفة  فه المعاالة  =  𝐼𝑛∗𝑛  
  وتوص  الى ال ريقة اتتية :

𝑑𝑘+1 = - 𝑔𝑘+1 + 
𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 𝑦𝑘 + [
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

−

 (1 +  
𝑦𝑘

𝑇𝑦𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

) 
𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

] 𝑠𝑘       (6) 
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  .(  Memory Less معاوم اللاكرر  BFGS وسمه اله ال ريقة 
 ريقة امره م   [7] فه ا رومت  Khalil اقترح  2010وفه عام 

 وعرفظا بال ك  اتته V1-CG رائق التارم المترافق وسمااا  

 :𝛽𝑣1 =  (1 − 
𝑠𝑘

𝑇𝑦𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

) 
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

       (7) 

 𝑑𝑘+1 =  − 𝑔𝑘+1 + 𝛽𝑣1 𝑠𝑘      (8)  
 V1 – CGخوارزمية   تطوير  2.4

مييي  المعليييوم ا   رائيييق اتمثليييية العاايييية ايييه  رائيييق تكراريييية وتيوجيييا 
 ريقيييية معينيييية ملائمييييية لجمييييي  انييييواع المسيييييائ  فلكيييي   ريقيييية مماسييييينظا 

ير الجيار وتكو  كريةر ليبعل ومميعاتظا الجيار وكللك بعل الصرات غ
 .غير كرةر لأنواع امره م  المسائ المسائ  و انواع 

ا  اغل   رائق اتمثلية العااية وبالتمايا  رائق الرتبة اتوليى و رائيق 
الرتبة الثانية يتم ا تقاقظا استنااآ الىاالة تربيعية ب ريقية ميا وعليي  تواجي  

   العامة .الم اك  عنا ت بيقظا على الاوا   بعل
ميييط نميياو   V1 – CGاييله الرقييرر علييى  ريقيية  يتركييع ااتمامنييا فييه

صيية  ريقة وبالتياله عيياار سيرعة تقاربظيا مي  اتمتريال بمااله ال ت وير
ا  ا ييتقاق اييله ال ريقيية اسييتنا الييى االيية  التقييار  ال ييام  لظييله ال ريقيية

   [7]  ك  اتته :تربيعية ممابة صارمة بال

 𝑓(𝑥) =  
1

2
 𝑥𝑇𝐺𝑥                          

∋ 𝑥ميييييط    𝑅𝑛   وG  مصييييروفة ايسييييه بسييييعةn × n  متنيييييالرر
 fوموجبيييية التعريييييف باسييييتماام متسلسييييلة تييييايلر بالنسييييبة لم ييييتقة الااليييية 

 نمص  على 
𝑔𝑘+1 =  𝑔𝑘 + 𝐺 (𝑥𝑘+1 −  𝑥𝑘)    (9)   

 أو بصيغة ممتصرر 

𝑦𝑘 = 𝐺𝑠𝑘    (10)  
𝑦𝑘مييييييييط   =  𝑘+1 −  𝑔𝑘    و𝑠𝑘 =  𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘  نلاميييييييل .

العاميية   غييير التربيعييية ( غييير صييميمة بالنسييبة للااليية 10ا  المعااليية  
ممياوتت  جيرت وقاساوي صيرر لم تقات العليا فه اله المالة تت( ت  ا

( بالنسبة للاالة غيير التربيعيية فعليى سيبي  10  عايار لتصمي  المعاالة
   الصيغة اتتية :[8]   فه  Liالمثا  اقترح العالم 

   (11)                                       Z = GS 

 ميط

 Z = 𝑦𝑘 + 𝑡 |𝑔𝑘| 𝑠𝑘       (12) 
𝑡 = 1 + 𝑀𝑎𝑥 [− 

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

|𝑠𝑘|
 , 0]      (13)  

 عار صير منظا :[14]  فه   Weiوكللك اقترح العالم 

 1.    Z = 𝑦𝑘 +  
𝜃

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

 𝑢𝑘         (14)  
𝑘بميط   𝑅𝑛متج  فه   أي uميط 

𝑇𝑠𝑘 ≠  وا    0

 𝜃 = 2 [𝑓𝑘 −  𝑓𝑘+1] + [𝑔𝑘+1 +  𝑔𝑘]𝑇𝑠𝑘      (15)  
الم تقة عنا ( يتضم  قيمة االة الظاف وكللك 14نلامل ا  الصيغة  
للا يمث  افض  تقري  للم تقة  𝑥𝑘+1و   𝑥𝑘نق تي  ممتلرتي  اما 

 الثالثة

  2.    Z = 𝑦𝑘 + 𝐴 𝑠𝑘          (16)  

موارعمية  ولت وير  مصروفة متنالرر وموجبة التعريف . أي  Aميط 
V1-CG   نستمام المعااتت𝛽𝑣1    بتعويل ع  ك   أي( 14وy 

   GV1-CG( ولنسمه ال ريقة الناتجة 14 المعرفة فه المعاالة  Zبي 
                                 

𝛽𝐺𝑉1 =  (1 −  
𝑠𝑘

𝑇𝑧

𝑧𝑇𝑧
)

𝑧𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑧

      (17) 
 نمص  على  zوباستماام التعويل ع  

 

 𝛽𝐺𝑉1 =  
(𝑦𝑘+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘)

𝑇

𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇(𝑦𝑘+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘)

− 
   (𝑦𝑘+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘)

𝑇

𝑔𝑘+1

(𝑦𝑘+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘)

𝑇

(𝑦𝑘+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘) 

 

=

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘
𝑇𝑔𝑘+1 

𝑆𝑘
𝑇𝑦𝑘+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘 

−

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘+

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑢𝑘+

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘
𝑇𝑦𝑘+(

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

)

2

𝑢𝑘
𝑇𝑢𝑘 

 

=

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘
𝑇𝑔𝑘+1 

𝑆𝑘
𝑇𝑦𝑘+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘 

−

 
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘+2 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

𝑢𝑘
𝑇𝑦𝑘+ (

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑢𝑘

)

2

𝑢𝑘
𝑇𝑢𝑘

  (18)  

واناك عار  رق  متج  امتياري u( المتج  18نلامل م  المعاالة  
𝑢𝑘تمتياراا منظا على سبي  المثا  الا املنا  =  𝑦𝑘  ونعول عنظا

     ( نمص  على :18 فه المعاالة 
𝛽𝐺𝑉1 =

 
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1 

𝑆𝑘
𝑇𝑦𝑘+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘 

−  
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘+2 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘+ (

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

)

2

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

=  

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

− 
(1+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

[(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

)]𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

= 

∴   𝛽𝐺𝑉1 =  
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

−  
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

     (19)  

ال  ممك  تعريف اتجاه البمط للموارعمية المعالة الجايار بال ك  
   التاله :

  20)...    𝑑𝑘+1 =  − 𝑔𝑘+1 + 𝛽𝐺𝑉1𝑠𝑘  

  GV1-CGخاصية الانحدار للخوارزمية  2.4.1 
 (GV1-CG( )برهان خاصية الانحدار لة 2.1) مبرهنة

Wolfe 𝑓(𝑥𝑘تمقيييييييييييق  يييييييييييرو   αنريييييييييييرل   + 𝛼𝑑𝑘) ≤ 𝑓(𝑥𝑘) +

𝑐1𝛼𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 𝑔𝑘+1و  

𝑇 𝑑𝑘 ≥ 𝑐2𝑔𝑘
𝑇𝑑𝑘 0ميييييط ا      < 𝑐1 <  𝑐2 <

> 0وا    xتمقيييق  ييير  ليب يييع لكييي   gوا    1 𝐿 < عنائيييل   1
 تمقق ماصية اتنماار . GV1-CGموارعمية 
 البراا  :

  K = 1سوف نبرا  اله النلرية ع   ريق اتسيتقرا  الرياضيه عنياما 
 فا 

 𝑑1 =  − 𝑔1  
𝑑𝑘

𝑇 𝑔𝑘 =  − 𝑔1
𝑇  𝑔1 =  − ‖𝑔1‖2

2  < 0   
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𝑑𝑘 نررل 
𝑇 𝑔𝑘  <   Kلك            0

𝑑𝑘+1نبرا   
𝑇  𝑔𝑘+1  < 0    

   وعلي 
  𝑑𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1 = − 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 +  𝛽𝐺𝑉1 𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1               

            

= − 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 +  ( 

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

−  
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

) 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘+1     

=− 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 +   

𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘+1 −

 
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘+1                             

=− 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 +

(𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1)(𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1) (
1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

− 
1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )                   

                 
 م  ملا   ر  ليب ع

  𝑦𝑘
𝑇𝑔𝑘+1  ≤ 𝐿 𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1  
 𝑑𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1  ≤  − 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 + 𝐿 (𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1)2 

(
1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

− 
1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

)                                        

=− 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 +

𝐿  (𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘+1)2  (

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘 − 𝑠𝑘

𝑇𝑦𝑘 

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘 (1+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

)                            

     =  
𝑠𝑘 نلامييل ا   

𝑇𝑦𝑘 > Wolfe      𝑦𝑘ميي  مييلا   ييير   0
𝑇𝑦𝑘  >

𝑦𝑘و    0
𝑇𝑦𝑘  ≤ 𝐿 𝑠𝑘

𝑇𝑦𝑘 وبتعويضييييظا فييييه المعااليييية اعييييلاه نمصيييي    
   على :

𝑑𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1  ≤

 − 𝑔𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 + 𝐿 (𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘+1)2 (
(1+ 

𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝐿−1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

) <

0      ∀ 𝐿 ∈ (0,1)                         

1)ميط ا   + 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

   كمية موجبة   والا يةاي الى ا      ( 
𝑑𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1  <  لللك فا  اتجاه البمط المولار م  موارعمية  0

GV1-CG   اه متج  منمار لك  

K.2.4.2  التقارب الشامل للخوارزمية GV1-CG  
 (  GV1-CG( ) برهان التقارب للخوارزمية 2.2مبرهنة )

مقييار مي  اتسير  وا    fوا  الاالية   Wolfeتمقيق  يرو   𝛼𝑘 لييك 
𝑑𝑘    اييه اتجيياه منمييار لكييk ا   أي𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘  < تمقييق  𝑔𝑘وا    0
 بميط Lتمتوي   N ر  ليب ع فه فترر مرتومة 

   𝐿 ≡  {𝑥 ∶ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥0)}  عنااا الموارعمية اميا تتوقيف عنيا
𝑔𝑘‖2‖النق ة  = ∞ → lim𝑘او   0 𝑖𝑛𝑓  ‖𝑔𝑘‖2 = 0 . 

المبرانييية  بمعنيييى نريييرل أيالبرايييا  : سييينبرا  عييي   رييييق التنييياقل   
≠  ‖𝑔𝑘‖ليسييت صيييميمة فيييا   يوجيييا ثابيييت موجييي  ولييييك    وعليييي   0

λ >  بميط 0

 ‖𝑔𝑘‖2  ≥ λ       (21)  
 فا 

𝑑𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 =  − 𝑔𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1 +   
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘+1  −

 
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘+1  

𝑔𝑘+1 الثيانه   اتساسيه(  Wolfeباستماام  ير  
𝑇 𝑑𝑘 ≥ 𝑐2𝑔𝑘

𝑇𝑑𝑘   
𝑠𝑘لي  

𝑇𝑔𝑘+1    و ر  ليب ع 

𝑦𝑘ي 
𝑇𝑦𝑘  ≤ 𝐿 𝑠𝑘

𝑇𝑦𝑘     ⟹    
𝐿

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

  ≥   
1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

  
 لللك 

 𝑑𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1 ≤  − 𝑔𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1 +  𝜎𝐿 
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘 −

𝜎
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘     

𝜎 ( 𝐿 − 
1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )

)
𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

 𝑠𝑘
𝑇𝑔𝑘     +− 𝑔𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1 = 

  

 الا كانت

 𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘 = 𝑔𝑘+1

𝑇 𝑔𝑘+1 − 2𝑔𝑘+1
𝑇 𝑔𝑘 + 𝑔𝑘

𝑇𝑔𝑘 ≥
𝑔𝑘+1

𝑇 𝑔𝑘+1 − 𝑔𝑘+1
𝑇 𝑔𝑘 = 𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1  
   𝑦𝑘

𝑇𝑔𝑘+1

𝑦𝑘
𝑇𝑦𝑘

 1 ≥ 

  ∴   𝑑𝑘+1
𝑇  𝑔𝑘+1  ≥  − ‖𝑔𝑘+1‖2 +  𝜔 𝑠𝑘

𝑇𝑔𝑘  ( 22)          

                         

𝜎عناما   ( 𝐿 −  
1

(1+ 
𝜃𝑘

𝑠𝑘
𝑇𝑦𝑘

 )

) 𝜔 =   وبقسمة  رفه المتباينة   

𝜔‖𝑔𝑘+1‖2( على  22 
2  
  نمص  على : وبعا تبسي  المعاالة وبتربي  ال رفي 

 1

𝜔2  [
𝑑𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1

‖𝑔𝑘+1‖2
2 + 1]

2

 ≥  
(𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘)
2

‖𝑔𝑘+1‖2
4  

𝑔𝑘+1‖2‖ ضر  ال رفي  فه  ب
 واستماام المقيقة   4

   =  ‖𝑠𝑘‖2
2 ‖𝑔𝑘‖2

2 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑘 (𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘)2   

 

 ا ف
1

𝜔2  
‖𝑔𝑘+1‖2

4 

‖𝑠𝑘‖2
2 

[
𝑑𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1

‖𝑔𝑘+1‖2
2 + 1]

2

 ≥  
(𝑔𝑘

𝑇𝑠𝑘)
2

‖𝑠𝑘‖2
2 

=

 ‖𝑔𝑘‖2
2  𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑘  ≥  𝜆2𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑘  

≤ kالمجموع عناما   املب ينتج :   1
1

𝜔2

∞
∑

𝑘 = 1

‖𝑔𝑘+1‖2
2 

‖𝑠𝑘‖2
2 

[
𝑑𝑘+1

𝑇  𝑔𝑘+1

‖𝑔𝑘+1‖2
2 + 1]

2

≥

∞
∑

𝑘 = 1

(𝑔𝑘
𝑇𝑠𝑘)

2

‖𝑠𝑘‖2
2 

=

∞
∑

𝑘 = 1
‖𝑔𝑘‖2

2𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑘 ≥

∞
∑

𝑘 = 1
𝜆2𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑘 = ∞ 

𝑔𝑘‖2‖لللك اما     Zoutendijk  [15]  والا يناقل  ر   = 0   
∞ → lim𝑘أو   𝑖𝑛𝑓  ‖𝑔𝑘‖2 = 0  
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 Numerical Experiments)العددية  ) التجارب3.  
 COMPAQ فييييييه اييييييله الرقييييييرر سيييييينقام أاا  لبرنييييييامج الرييييييورترا  

VICUAL FORTRAN ) لموارعمييية التييارم المترافييقGV1-CG 
فييه مجموعيية ميي  اليياوا  القياسييية فييه اتمثلييية غييير المقيييار مييأمولر ميي  

وقمنيييا بت يييويره وقمنيييا  Andreiعلميييآ ا  البرنيييامج اساسيييآ للعيييالم  . [2]
  انلر الملميق(االة م  الاوا  القياسية لات الن اق الواسي  22بامتيار 

𝑛ولكي  االية اعتبرنييا عياا المتغييرات للتجييار  العاايية عنيياما  = 100  
𝑛و  = 1000 .   

المييييلكورر فييييه المعااليييية  𝛽𝐺𝑉1قمنييييا بمقارنيييية أاا  اييييله الموارعمييييية ميييي  
                                                                      [6] . ((7الميييلكورر فيييه المعاالييية   𝛽𝑉1(  التيييه ايييه افضييي  مييي  19 

𝑐1القياسيييييية بمييييييط ا   Wolfeوايييييله الموارعميييييية تمقيييييق  ييييير ه  =

𝑐2 و    0.001 = 𝛼1و ييييييو  الم ييييييور اتبتاائييييييية   0.09 =
1

‖𝑔1‖
 

𝑘والتممييييييي  للتكييييييرارات اتمييييييره بمعنييييييى  > 𝛼𝑘اييييييو  1 = 𝛼𝑘−1 ∗

 
‖𝑑𝑘−1‖

‖𝑑𝑘‖
‖𝑔𝑘+1‖وفه جمي  المياتت فيا  معييار التوقيف ايو   .   <

10−6  ∗  𝑚𝑎𝑥[1, |𝑓𝑘+1|]    وا  اكبييير عييياا ممكييي  مييي  التكيييرارات
 والمقارنات تتضم  ماياته :.  2000او 

1- NOI  عاا التكرارات : 

2- Line  عيييياا مييييرات اسييييتاعا  البرنييييامج الررعييييه لمسييييا  مجييييم :
 . 𝛼𝑘الم ور 

3- Time  اللي يستغرق  تنريل الاالة .: الوقت 
𝑛( يوضييييييي  تراصيييييييي  النتيييييييائج عنييييييياما 1ا  الجييييييياو  رقيييييييم   = 100 
𝑛( يوضيييييي  تراصييييييي  النتييييييائج عنيييييياما 2والجيييييياو  رقييييييم   = 1000  .
( يوضيي  ااا  الموارعمييية بالنسيي  المئوييية ال ا   ريقيية 3والجيياو  رقييم  

V1-CG الموارعمييية مسيينت ميي  % وميي  الجيياو  نييره ا  100ت َّعييا
% ( مييييييي  ناميييييييية التكيييييييرارات 40 -% 16تقريبيييييييآ    V1-CG ريقييييييية 

NOI. 
 

 = Nعندما  timeوLins   و NOI( تفاصيل نتائج 1جدول رقم )

100 
GV1-CG V1-CG 

 
NOI / Lins / Time NOI / Lins / Time 

31 / 0 / 0.02 34 / 18 / 0.02 1 

93 / 0 / 0.11 84 / 25 / 0.12 2 
64 / 0 / 0.23 89 / 36 / 0.34 3 

28 / 0 / 1 25 / 11 / 5.48 4 

23 / 0 / 0.06 21 / 6 / 0.05 5 

7 / 0 / 0.03 14 / 8 / 0.03 6 

58 / 0 / 0.03 34 / 11 / 0.03 7 
263 / 0 / 1 1299 / 470 / 4 8 

53 / 1 / 0.02 65 / 30 / 0.03 9 
31 / 0 / 0.02 40 / 17 / 0.03 10 
190 / 2 / 1 150 / 82 / 5.33 11 

321 / 0 / 0.61 338 / 101 / 2 12 

7 / 0 / 0.01 9 / 5 / 0.02 13 
11 / 0 / 0.01 10 / 10 / 0.03 14 
75 / 0 / 4.49 74 / 19 / 3.99 15 
86 / 0 / 0.18 166 / 59 / 1.93 16 
23 / 0 / 0.28 26 / 9 / 0.45 17 
30 / 1 / 0.02 34 / 18 / 0.01 18 

168 / 0 / 6 203 / 143 / 6 19 
26 / 0 / 0.01 24 / 19 / 0.02 20 
23 / 0 / 0.04 55 / 55 / 0.05 21 

219 / 0 / 0.25 213 / 104 / 0.08 22 
1830 / 4 / 15.42 3007 / 1246 / 30.04 Total 

 

 
 = Nعندما  timeوLins   و NOI( تفاصيل نتائج 2جدول رقم )

1000 
GV1-CG V1-CG 

 
NOI / Lins / Time NOI / Lins / Time 

34 / 0 / 0.02 34 / 18 / 0.02 1 

300 / 0 / 2 346 / 99 / 3 2 
255 / 0 / 4 384 / 185 / 8 3 

181 / 0 / 66 166 / 136 / 59 4 

27 / 0 / 1 23 / 3 / 0.05 5 
9 / 0 / 1 11 / 6 / 0.03 6 

52 / 0 / 1 59 / 19 / 0.03 7 
470 / 0 / 19 1097 / 413 / 45 8 
53 / 0 / 0.02 

 

63 / 29 / 0.03 9 
29 / 0 / 0.02 37 / 19 / 1 10 
574 / 1 / 31 1138 / 1045 / 122 11 

1535 / 0 / 13 929 / 269 / 8 12 

7 / 0 / 0.01 5 / 4 / 0.02 13 
12 / 0 / 0.01 10 / 10 / 1 14 
305 / 0 / 139 239 / 55 / 109 15 
243 / 0 / 4 1014 / 408 / 36 16 
84 / 0 / 5 140 / 125 / 9 17 

36 / 1 / 0.02 35 / 21 / 0.01 18 
2001 / 0 / 1197 2001 / 1846 / 1197 19 

20 / 0 / 1 26 / 10 / 0.02 20 
21 / 1 / 1 52 / 51 / 0.05 21 

519 / 0 / 5 199 / 37 / 2 22 
6767 / 3 / 1490.1 8008 / 4808 / 1600.26 Total 
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 NOI( مقارنة الخوارزمية بالنسبة المئوية بالنسبة الى 3جدول رقم)
GV1-CG V1-CG Measure N 

60.85% 100% NOI 100 

84.50% 100% NOI 1000 

 
 

 (Appendixالملحق  )
1-  Extended Rosenbrok Function 

                     

   𝑓(𝑥) =  ∑ 𝑐(𝑥2𝑖 − 𝑥2𝑖−1
3 )2 + (1 − 𝑥2𝑖−1)2

𝑛/2

𝑖=1

   

                𝑐 = 100 ,     𝑥1 =  [−1.2,1, … , −1.2,1] 
2-  Perturbed Quadratic Function 

𝑓(𝑥) =  ∑ 𝑖𝑥𝑖
2  +

1

10
( ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2𝑛

𝑖=1

       

                       𝑥1 =  [0.5, … ,0.5]                                                                               
3-  Raydan (1) Function 

   𝑓(𝑥) =  ∑
𝑖

10
(𝑒𝑥𝑝(𝑥𝑖) −  𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

     

    𝑥1 =  [1,1, … ,1]     
       4-  Hager Function 

    𝑓(𝑥) =  ∑(𝑒𝑥𝑝(𝑥𝑖) − √𝑖𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

      

    𝑥1 =  [1,1, … ,1]   5- 

 Generalized Tridiagonal-1 Function 

𝑓(𝑥) =  ∑(𝑥𝑖 + 𝑥𝑖+1 − 3 )2 + (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1 + 1)4

𝑛−1

𝑖=1

 

                     𝑥1 =  [1,1, … ,1]                                                                                
6-  Extended Three Exponential Terms Function 

𝑓(𝑥) = ∑(𝑒𝑥𝑝(𝑥2𝑖−1 + 3𝑥2𝑖 − 0.1) + 𝑒𝑥𝑝(𝑥2𝑖−1 − 3𝑥2𝑖 − 0.1) + 𝑒𝑥𝑝(−𝑥2𝑖−1 − 0.1))

𝑛

𝑖=1

 

      𝑥1 =  [0.1, … ,0.1]    
7-  Generalized Tridiagonal  2 Function 

𝑓(𝑥) = ((5 − 3𝑥1 − 𝑥1
2)𝑥1 − 3𝑥2 + 1)

2

+ ∑((5 − 3𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
2)𝑥𝑖 − 3𝑥𝑖+1 + 1)

2

+ ((5 − 3𝑥𝑛 − 𝑥𝑛
2)𝑥𝑛 − 3𝑥𝑛−1 + 1)

2
 ,   

𝑛−1

𝑖=1

 

      𝑥1 =  [−1, … , −1]  
8-  Extended Powell Function  

𝑓(𝑥) = ∑(𝑥4𝑖−3 + 10𝑥4𝑖−2)2 + 5(𝑥4𝑖−1 − 𝑥4𝑖)
2 + (𝑥4𝑖−2 − 2𝑥4𝑖−1)4 + 10(𝑥4𝑖−3 − 𝑥4𝑖)

4  

𝑛−1

𝑖=1

 

      𝑥1 =  [3, −1,0,1, … ,3, −1,0,1]    
9-  Extended Maratos Function 

  𝑓(𝑥) = ∑   𝑥2𝑖−1 + 𝑐(𝑥2𝑖−2
2 + 𝑥2𝑖

2 − 1)2 

𝑛−1

𝑖=1

 

     𝑥1 =  [1.1,0.1, … ,1,0.1]    
10-  ARWHEAD Function 

  𝑓(𝑥) =  ∑(−4𝑥𝑖 + 3)  + ( ∑ 𝑥𝑖
2 + 𝑥𝑛

2

𝑛−1

𝑖=1

)

2𝑛−1

𝑖=1
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     𝑥1 =  [1, … ,1]   
11-  NONDIA Function 

    𝑓(𝑥) = (𝑥1 − 1)2 + ∑ 100(𝑥1 − 𝑥𝑖−1
2 )2   

𝑛

𝑖=2

 

   𝑥1 =  [−1, … , −1]    
12-    Extended Wood Function 

𝑓(𝑥) = ∑ 100( 𝑥4𝑖−3
2 − 𝑥4𝑖−2)2 + (𝑥4𝑖−3 − 1)2 + 90( 𝑥4𝑖−1

2 − 𝑥4𝑖)
2 + (1 − 𝑥4𝑖−1)2

𝑛/4

𝑖=1

+ 10.1{(𝑥4𝑖−2 − 1)2 + (𝑥4𝑖 − 1)2} + 19.8(𝑥4𝑖−2 − 1)(𝑥4𝑖 − 1)   
     𝑥0 =  [−3, −1, −3, −1, … , −3, −1, −3, −1]     

13-  Extended Hiebert Function 

   𝑓(𝑥) = ∑(𝑥2𝑖−1 − 10)2 + (𝑥2𝑖−1𝑥2𝑖 − 50000)2  

𝑛/2

𝑖=1

 

      𝑥1 =  [0, … ,0]    
14-  Almost Perturbed Quadratic 

    𝑓(𝑥) = ∑ 𝑖 𝑥𝑖
2 +

1

100
(𝑥𝑖 + 𝑥𝑛)2  

𝑛

𝑖=1

 

       𝑥1 =  [0.5, … ,0.5]       
15-  ENGVALI Function (CUTE) 

       𝑓(𝑥) =  ∑  ( 𝑥𝑖
2 +  𝑥𝑖+1

2 )2  + 

𝑛−1

𝑖=1

  ∑(−4𝑥𝑖 + 3)

𝑛−1

𝑖=1

   

                      𝑥1 =  [2,2, … ,2]                                         
16- Extended Quadratic Penalty QP2  Function 

   𝑓(𝑥) =  ∑  ( 𝑥𝑖
2 + 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑖)2 + ( ∑ 𝑥𝑖

2 − 100

𝑛

𝑖=1

)

2𝑛−1

𝑖=1

    

    𝑥1 =  [1, … ,1]     
17-   Extended Tridiagonal - 2 Function 

                  𝑓(𝑥) = ∑(𝑥𝑖𝑥𝑖+1 − 1)2 + 𝑐(𝑥𝑖 + 1)(𝑥𝑖+1 + 1)   

𝑛

𝑖=1

 

                      𝑥1 =  [1, … ,1]  ,          𝑐 = 0.1 
 

18-  Extended White & Holst Function 

                  𝑓(𝑥) = ∑ 𝑐(𝑥2𝑖 − 𝑥2𝑖−1
3 )2 +  (1 − 𝑥2𝑖−1)2 

𝑛/2

𝑖=1

 

                      𝑥0 =  [−1.2,1, … , −1.2,1]  ,          𝑐 = 100 

19-  Diagonal   2  Function 

                  𝑓(𝑥) = ∑  

𝑛/2

𝑖=1

(𝑒𝑥𝑝(𝑥𝑖) −
𝑥𝑖

𝑖
) 

                      𝑥0 =  [1/1,1/2, … ,1/𝑛]            
20-  Extended Tridiagonal - 1 Function 

   𝑓(𝑥) = ∑(𝑥2𝑖−1 + 𝑥2𝑖 − 3 )2 +   (𝑥2𝑖−1 −  𝑥2𝑖 + 1)4 

𝑛/2

𝑖=1

 

       𝑥0 =  [2,2, … ,2]       
21-  Extended Block- Diagonal  BD1  Function 

   𝑓(𝑥) = ∑(𝑥2𝑖−1
2 + 𝑥2𝑖

2 − 2 )2 +  (𝑒𝑥𝑝(𝑥2𝑖−1 − 1) − 𝑥2𝑖)
2 

𝑛/2

𝑖=1

 

                      𝑥0 =  [0.1,0.1, … ,0.1]            
22-  Extended Cliff  Function 
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    𝑓(𝑥) = ∑ (
𝑥2𝑖−1 − 3

100
)

2

−  (𝑥2𝑖−1 − 𝑥2𝑖) +  𝑒𝑥𝑝(20(x2i−1 − x2i)) 

𝑛/2

𝑖=1

 

     𝑥0 =  [0, −1, … ,0, −1]    
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Abstract 
In this paper was to develop method V1-CG methods associated gradient amended to increase the speed of the 

convergence while retaining the charactenstic mass convergence as the derivation of this method was based on 

strict convex quadratic function has been develop this way to public function in whichthe supreme derivatives 

not equal zero.  
The Desent property and global convergence for the proposed algorithm are established, oure numerical 

experiment on some test function and it showed us a clear improvement on the way V1-CG modified.  
                    

 


