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 استخدام أنظمة الدالة التكراریة  في تولید اشكال كسریة

  
  المقدمة. ١

يتك��ون الع��الم ال��ذي نعرف��ه م��ن أجس��ام موج��ودة بأبع��اد ص��حيحة، ك��الخطوط ذات البع��د      
الواح��د، والأش��كال المس��طحة ذات البع��دين كال��دوائر والمربع��ات ، والأجس��ام الص��لبة ثلاثي��ة 

مع ھذا فان ھناك الكثير م�ن الأش�ياء ف�ي الطبيع�ة يمك�ن وص�فها  .الأبعاد كالكرات والمكعبات
  .بواسطة أبعاد تمثل بأعداد نسبية وغير صحيحة

م�اھي درج�ة التعقی�د الت�ي یبلغه�ا الخ�ط  (( م ظهر السؤال الرياضي التالي١٩٢٥قبل العام   
ذل علم�اء ، وخ�لال تل�ك الفت�رة ب�))لینتقل من كونه شكل ذو بعد واحد إلى شكل ثنائي الأبعاد

الرياض��يات جه��ودا كبي��رة ج��دا فيم��ا يتعل��ق به��ذه المس��ألة إل��ى أن ت��م اس��تنباط مفه��وم الأبع��اد 
ال�ذي اس�تند به�ذا المفه�وم ) Felix Hausdorff(الكسرية من قبل الع�الم ف�يلكس ھاوس�دورف 

عل��ى أس��اس ان��ه لا يمك��ن وص��ف طبيع��ة الأش��كال الهندس��ية بش��كل واف��ي بواس��طة الأبع��اد 
، لذلك ت�م الاستعاض�ة ع�ن الأبع�اد الص�حيحة بالأبع�اد ) Integer Dimensions(الصحيحة 

وعل��ى ھ��ذا ) .1.3412(الكس��رية، اذ يمك��ن أن يك��ون البع��د لخ��ط مع��ين عل��ى س��بيل المث��ال 
الأساس وضع ھاوسدورف بعض المعايير والش�روط لتعي�ين الأبع�اد لأش�كال ھندس�ية مختلف�ة 

  .ريةوكذلك وصف الخصائص الأساسية للمجموعة الكس
م��ن الممك��ن ان يك��ون التعبي���ر المطل��وب لوص��ف ش��كل ذي بع���د كس��ري أم��را ف��ي غاي���ة   

البساطة، إلا إن عملية إنشاء وتكوين الشكل نفسه تتطلب حسابات تكرارية قد تبلغ ع�دة ألاف 
وبالإمكان توليد أش�كال ھندس�ية ذات أبع�اد كس�رية وذل�ك بتك�رار عملي�ات . في بعض الأحيان

لآلاف الم�رات، ھ�ذه العملي�ات تك�ون س�هلة ج�دا ) نوع الشكل المطل�وب حسب(حسابية معينة 
باستخدام الحاسبة، بينما تكون مملة ومتعبة ومعق�دة ج�دا عن�د احتس�ابها ي�دويا، ل�ذلك ف�ان ھ�ذا 

  .الحقل لم يحصل فيه أي تطور إلى أن ظهرت الحاسبات الالكترونية المتطورة الحديثة
بدراس��ات واس��عة وش��املة ح��ول تل��ك ) Benoit Mandelbrot(ق��ام الع��الم مان��دلبروت     

وھ�ي مش�تقة ( ١٩٧٠ع�ام ) Fractal(الأش�كال وس�لوكها، وھ�و أول م�ن أطل�ق كلم�ة كس�ري 
) Fractus(وتعن��ي قابلي��ة الكس��ر والص��فة المرادف��ة له��ا ) Frangere(م��ن الكلم��ة اللاتيني��ة 

ف المركب��ات ، وعرفه��ا عل��ى أنه��ا وس��يلة لتص��ني [7]) وتعن��ي ش��يئا غي��ر من��تظم ومتش��ظي
وكان��ت الملاحظ�ات الت��ي س��جلها . الهندس�ية الت��ي تتص�ف ب��ان أبعادھ�ا ليس��ت أرقام��ا ص�حيحة

 Pathological(مان�دلبروت ع�ن الاس�تمرارية ف�ي المنحني�ات الخاص�ة بالح�الات المرض�ية 
Curves( فض��لا عل��ى س��مة الاس��تمرارية الت��ي تض��منتها أش��كال أخ��رى، م��ن ب��ين الأس��باب ،

  . [8],[9]ساس الموحد لبناء الهندسة الكسرية التي أوصلته إلى الأ
اس��تخدم ھ��ذا الن��وع م��ن الهندس��ة لوص��ف بع��ض المظ��اھر الطبيعي��ة الت��ي يص��عب تعريفه��ا   

والتعام��ل معه��ا ع��ن طري��ق الهندس��ة الاقليدي��ة، وعل��ى س��بيل المث��ال ط��ول الس��واحل البحري��ة 
  .[8]وكثافة الغيوم وتفرعات الأشجار

  
  ھدف البحث.٢
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ث الى توليد نماذج من  الاش�كال الكس�رية واس�تخراج ق�يم المتغي�رات المرافق�ة يهدف البح    
لعملية التوليد تلك مع الاحتمالية المرافقة لك�ل متغي�ر باس�تخدام انظم�ة الدال�ة التكراري�ة وذل�ك 

  .بتنفيذ برنامج خاص تم اعداه لهذا الغرض
  
  الهندسة الكسریة والكسور.3
  الهندسة الكسریة .١-3

الحديث�ة ف�ي الرياض�يات وتختل�ف م�ن ) النظري�ات(الهندس�ة الكس�ورية م�ن الحق�ول  تعد       
تختص الهندسة الكس�رية بوص�ف الأجس�ام ذات . حيث الأساس عن الهندسة الاقليدية التقليدية

) Symmetric Scale(او الأجس�ام ذات المقي�اس المتن�اظر ) Self Similar(التماثل ال�ذاتي 
تكبي�ر ھ��ذه الأجس��ام ف�ان أجزاءھ��ا تعط��ي ص�ورة مطابق��ة للجس��م ، وھ�ذا يعن��ي ان�ه ل��و ت��م [7]

  . [5]الكلي وھذا التماثل يستمر مع أجزاء الأجزاء إلى مالا نهاية 
ترجع جذور الهندس�ة الكس�رية ال�ى أواخ�ر الق�رن التاس�ع عش�ر عن�دما تح�دى بع�ض علم�اء   

 Fractional(الرياض���يات مب���ادئ اقلي���دس، ولك���ن ل���م تج���ر مناقش���ة الأبع���اد الكس���رية 
Dimensions ( عندما وض�ع ع�الم الرياض�يات ھاوس�دورف افك�ارا تتعل�ق  ١٩١٩حتى عام

لق��د دام ھ��ذا الح��ال حت��ى منتص��ف الق��رن . بمق��اييس التراكي��ب الص��غيرة للأش��كال الرياض��ية
العش�����رين عن�����دما عم�����ل مان�����دلبروت ع�����الم الفرنس�����ي ف�����ي دراس�����ة الح�����الات التماثلي�����ة 

)Similarities ( والكبيرة في سوق البورص�ة واتج�ه ال�ى دراس�ة الظ�واھر للتقلبات الصغيرة
مث��ل ) Non Standard Scaling(الت��ي تش��تمل عل��ى تقس��يمات وت��درجات غي��ر قياس��ية 

  . [8]الحركة المضطربة للموائع وتوزيع المجرات في الفضاء الكوني
 Integer(وفي حين تتعامل الهندسة الاقليدية مع الأجسام التي توجد فيها بأبع�اد ص�حيحة    

Dimensions ( فان الهندسة الكسورية تتعامل مع الأجس�ام ف�ي ابع�اد غي�ر ص�حيحة)Non 
Integer Dimensions  ([10].  

وتوصف الهندسة الاقليدي�ة م�ن خ�لال الخط�وط والقط�وع الناقص�ة، وال�دوائر وغيرھ�ا، ف�ي   
ة ح�ين توص�ف الهندس��ة الكس�رية م�ن خ��لال اللوغاريتم�ات ومجموع�ة م��ن الخط�وات الخاص��

  .Fractal ([2](بتوليد الشكل الكسري 
واذا م��ا ) Zero Dimension(النقط��ة ف��ي الهندس��ة الاقليدي��ة له��ا بع��د مق��داره ص��فر      

، واذا م��ا )One Dimension(تحرك�ت النقط�ة فس�وف ين��تج خ�ط وھ�و ش��كل ذو بع�د واح�د 
 Two(تح���رك الخ���ط باتج���اه متعام���د م���ع نفس���ه فس���يتكون مرب���ع وھ���و ش���كل ذو بع���دين  

Dimensions   ( كما ينتج عن حركة المرب�ع باتج�اه عم�ودي عل�ى نفس�ه ش�كل مكع�ب وھ�و
  ).Three Dimensions(ذو ابعاد ثلاثة 

لنفترض انه تم إنشاء شكل متعرج على سطح مستو بحيث لايتقاطع م�ع نفس�ه، ان الوض�ع    
امله�ا، بحس�ب النهائي لهذه الحالة يتمثل في انه عندما يملأ الخط المتعرج مساحة المستوي بك

الهندس��ة الاقليدي��ة ف��ان ھ��ذا الخ��ط لاي��زال يمتل��ك بع��دا واح��دا الا ان��ه ب��الإدراك الحس��ي يمتل��ك 
  .بعدين

متى یبدأ ھذا الانتقال او التحول في الأبعاد؟ او ما م�دى مایبلغ�ه الخ�ط ((والسؤال ھنا ھو    
   )).قبل ان یتوقف عن كونه شكلا ذا بعد واحد ویصبح ذا بعدین

  : [7]ندسي للاجزاء له خاصيتان أساسيتان الشكل اله
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غي��ر (، ان معظ��م الص��ور المكب��رة للاج��زاء لايمك��ن تمييزھ��ا ع��ن ال��نمط الأص��لي  أولاھم��ا 
خاص�ية التماث�ل ال�ذاتي ) م�ع التغيي�ر ف�ي القي�اس(، وتس�مى خاص�ية ع�دم التغيي�ر ھ�ذه )المكبر

)Self Similarity.(  
  .الاجزاء وجود أبعاد كسرية لتلكوالخاصیة الثانیة ، 

  الكسریةالاشكال .٢-٣
الكسرية رياضيا ھي أش�كال ھندس�ية له�ا تراكي�ب ذات تعقي�د مع�ين تح�افظ عل�ى  الاشكال     

، ويمك�ن ان تك�ون متش�ابهة ذاتي�ا بمعن�ى ان أي ج�زء ص�غير [3]تفاصيلها لأي مستوى تكبير
  .منها يحمل نفس خصائص الشكل الأصلي

، ) الاول�ي(مث�الا جي�دا للش�كل الكس�ري الابت�دائي ) Cantor Set(وتعد مجموعة كانتور      
حي�ث ان عملي�ة تك�وين ھ�ذا الش��كل ف�ي غاي�ة البس�اطة ، اذ تتول��د ھ�ذه المجموع�ة ع�ن طري��ق 
تكرار تطبيق عملية احادية على خط ذو وحدة طول واح�دة، وھ�ذه العملي�ة تتمث�ل بتقس�يم ھ�ذا 

  .الثلث الوسطي لهذا الخط) فحذ(الخط الى ثلاثة قطع متساوية الطول ثم نقوم  برفع 
وعند تكرار العملية بحذف الثلث الوسطي لك�ل قطع�ة مس�تقيمة م�ن المجموع�ة الس�ابقة ،      

ومع زيادة ح�الات التك�رار يقت�رب ع�دد القط�ع المس�تقيمة المحذوف�ة م�ن المالانهاي�ة ف�ي ح�ين 
يختل�ف ع�ن يقترب طول كل قطعة من الص�فر، وان تركي�ب القطع�ة الواح�دة تح�ت التكبي�ر لا

  )١-٣(، وكما مبين في الشكل [10]تركيب المجموعة بكاملها، مما يجعلها ذات تماثل ذاتي

  مجموعة كانتور) ١- ٣(شكل 
  
  
  
  
  

  
  :[7]ويمكن تاشير الملاحظات والخصائص التالية على مجموعة كانتور

له���ا تماث���ل ذات���ي، ويب���دو ذل���ك واض���حا ف���ي اجزاءھ���ا ف���ي الفت���رتين   Fالمجموع���ة  .١
، وھ�ذا الح�ال )1/3(ض�من مقي�اس  Fوتكون مشابهة ھندسيا لـ  [2/3,1]و  [0,1/3]

  ).مثلا) 1/9(ضمن المقياس (موجود ايضا في مقياس اخر 
لها تركيب دقيق وھذا يعني اننا لو اخذنا جزءا صغيرا منها فانه يحم�ل  Fالمجموعة  .٢

  .صفات الجزء الاكبر نفسها
ويك��ون حجمه��ا غي��ر قاب��ل  ،) Uncountable(تك��ون غي��ر مع��دودة  Fالمجموع��ة  .٣

ص�فر وف�ق Fالمجموع�ة ) measure(للقياس بالاساليب التقليدية ، مثلا يكون مقياس 
 .التعريفات المتداولة

) التب�ديل ف�ي/ الاض�افة عل�ى (كما يمكن توليد الاشكال الكس�رية ايض�ا م�ن خ�لال عملي�ات    
  و Koch Curve ([2](الاش�كال الهندس�ية ول�يس الح�ذف فق�ط، مث�ال ذل�ك منحن�ى ك�وخ 

  :ادناه) ٢-٣(والمبين في الشكل [9]

  منحنى كوخ) ٢-٣(شكل    
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ــتم البــدء بخــط مســـتقیم         یعــد تولیــد هــذا الشــكل الكســـري مــن الامــور البســیطة جـــدا، اذ ی
طولـه وحـدة واحـدة ثــم یقسـم الـى ثلاثـة اجــزاء متسـاویة ویـتم رفـع الجــزء الوسـطي واحـلال مثلــث 

جزء الوسطي الذي تم رفعه من الخـط المسـتقیم، وبعـد تكـرار العملیـة متساوي الاضلاع محل ال
اقتــراب طــول الشــكل  ، مــع تكــرار هــذه العملیــة نلاحــظ)٣/٤(مــرة واحــدة یــزداد الطــول بمقــدار 

ــل مثلـــث جدیـــد مـــن الصـــفر، مـــع  ــول الضـــلع لكـ الجدیـــد مـــن المـــالا نهایـــة فـــي حـــین یقتـــرب طـ
افتراض ان عملیات التكرار هذه یمكن اجراؤها الى ما لانهایة مـن المـرات فـان النتیجـة سـتكون 

  .شكلا ذا تموج لانهائي لایحتوي على ایة خطوط مستقیمة
لا كسـریا اخـر مـن خـلال الحـذف اللانهـائي بـدلا مـن الاضـافة كما یمكننا ایضـا تولیـد شـك     

ــال علــــى ذلــــك مثلــــث سربنســــكي   Sierpinski's(اللانهائیــــة كمــــا فــــي المثــــال الســــابق ومثــ

Triangle ( الــــذي یتولــــد نتیجــــة حــــالات تكــــرار لحــــذف لانهــــائي)Infinite Removals  (
ـــى اربعـــة مث)٣-٣(وكمـــا فـــي الشـــكل [7] ــتم تقســـیم كـــل مثلـــث ال لثـــات صـــغیرة متســـاویة ، اذ یـ

المساحة  مع ازالـة  ورفـع  المثلـث الـذي یكـون موقعـه فـي المركـز، ومـع تكـرار هـذه العملیـة مـا 
لا نهایــة مــن المــرات، فــان المســاحة الكلیــة للمجموعــة تقتــرب مــن مــا لا نهایــة واقتــراب مســاحة 

  .كل مثلث جدید من الصفر
  

  مثلث سربنسكي) ٣- ٣(شكل 
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  البعد الكسري.١-٢-٣

كما ورد سابقا فمن السهولة معرفة ابعاد بع�ض الاش�كال الهندس�ية كالمس�تقيم والمرب�ع         
والمكع��ب وان ھنال���ك اتج���اه واح���د للحرك���ة عل���ى المس���تقيم واتجاھ���ان عل���ى المرب���ع وثلاث���ة 

  .ماذا بشأن الاشكال الكسرية؟: والان السؤال ھو . اتجاھات على المكعب
شكال الكسرية ضمن عدد معين من الاتجاھات واحيان�اً اخ�رى احيانا تكون الحركة في الا    

يمك�ن ان تك�ون ض�من ع�دد مختل�ف م�ن الاتجاھ�ات وق�د تك�ون ھ�ذه الحرك�ات ش�به عش�وائية 
  . Non-Integers ([9](وھذا ما يجعل الابعاد الكسرية تمثل اعدادا غير صحيحة 

  المعادلة العامة للاشكال الكسریة  .٢-٢-3
معادلة عامة  تعمل مع جمي�ع الأش�كال  الكس�رية وبالت�الي تحدي�د وحس�اب  بغية اشتقاق       

البعد الكسري لكل شكل يتم توليده، يجب علينا أولا أن نستعرض الكيفية الت�ي ي�تم اس�تخدامها 
، فالمس�تقيم ) المستقيم، المربع، المكعب(لحساب الأبعاد للأشكال المعروفة بالهندسة الاقليدية 

م��ن مق��دار ) n1/1(م��ن القط��ع ويك��ون ط��ول ك��ل قطع��ه منه��ا ) n1(ال��ى م��ثلا يمك��ن تقس��يمه 
من الم�رات فس�وف ) n(القطعة المستقيمة الكلية، اما لو جرى تكبير أي قطعة من ھذه القطع 

م�ن القط�ع، ام�ا ) n2(تبدو كالقطعة الأصلية تماما اما بالنسبة للمربع  فان�ه يمك�ن تقس�يمه ال�ى 
م��ن القط��ع وان حج��م ك��ل ) n3(بيق��ه علي��ه اذ يك��ون ل��دينا المكع��ب ف��المفهوم نفس��ه نس��تطيع تط

ونلاح�ظ ھن�ا ان الأس . م�ن الحج�م الكل�ي للمكع�ب الأص�لي) n3/1(قطعة من ھذه القط�ع ھ�و 
  .في كل ھذه الأمثلة يمثل البعد للشكل المعني

ألان لن��أتي إل��ى اش��تقاق المعادل��ة العام��ة للاش��كال الكس��رية باس��تخدام المف��اھيم المعروف��ة      
) K(ونقسمها الى مجموعة من القطع  طول ك�ل منه�ا ) L(لنأخذ قطعة مستقيمة طولها  :دينال

  :، فيكون عدد ھذه القطع 
                                                                                        N=L/K   
  

ھذا المنحني قياسا دقيقا يج�ب علين�ا  ، لقياس) بدرجة تعقيد معينة(والان لو كان لدينا منحنٍ   
  :تجزئته الى عدد من القطع وان ھذا العدد يزداد اسيا للحصول على دقة عالية، ليصبح لدينا

                      
N=(L/K)D  

  :ل البعد الكسريالتي تمث)  D(ومن ھنا نحصل على قيمة 
                                                               D=Log (N) / Log (L/K)       

  
  :[10] وكما يتضح في المثال التالي
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          Iterated Function Systems(IFS)           انظمة الدالة التكراریة.4

ق�د تك�ون ع�ددا ص�حيحا او (عن طريق دال�ة م�ا  لاحظنا انه يمكن ان نولد الشكل الكسري    
. معين على ھ�ذه الدال�ة) Transformation(، ثم يتم تطبيق تحويل )قد تكون احداثيات نقطة

ف�اذا ل�م . بعدھا يطبق التحويل نفسه على نتائج التطبيق السابق وتكرر العملي�ة نفس�ها ، وھك�ذا
 .ه سيتكرر الى ما لا نهايةيكن ھناك حد معين للتوقف عن تطبيق ھذا التكرار  فان

) Affine Transformation(لية انظمة الدالة التكرارية عل�ى التح�ويلات الافيني�ة آتعتمد    
والتحوي���ل الافين���ي ھ���و تركي���ب م���ن عملي���ات الت���دوير . Image([1](لتعري���ف ص���ورة م���ا 

)Rotation ( والتحري��ك)Transformation  ( والتكبي��ر او التص��غير)Scaling (للاش��كال 
  .[1] , [4]في فضاء متعدد الابعاد 

  : [6]الان لو اخذنا فضاء ذو بعدين فان التحويل الافيني لهذا الفضاء يكون   

 
                  a       b       x             e           ax  +  by   +  e 
       W=                                +         = 
                 c       d        y              f          cx  +  dy   +  f               
  

، في ح�ين يمث�ل ك�ل ) Rotation Factors(معاملات الدوران )  a,b,c,d( اذ يمثل كل من 
حوي��ل عل��ى مع��املات الانتق��ال، والملاح��ظ ف��ي ھ��ذه العملي��ة  ان��ه عن��د تطبي��ق الت)   e,f( م��ن 

  . صورة معينة فان الناتج ھو أنموذج مصغر من الصورة الأصلية
ويشمل نظام الدالة التكرارية العديد من تلك التحويلات ، ولك�ل تحوي�ل احتمالي�ة خاص�ة ب�ه ، 

وت�م كتاب�ة . [4]وان مجموع جميع الاحتمالات للتحويلات ضمن النظام الواحد يساوي واح�د 
س�تخدام طريق�ة انظم�ة الدال�ة التكراري�ة للحص�ول عل�ى أش�كال وإعداد برنامج خاص تم في�ه ا

كسرية مختلفة كما تم حساب قيم المتغيرات لكل ش�كل كس�ري  م�ن ھ�ذه الأش�كال م�ع حس�اب 
الاحتمالي�ة المرافق�ة لك�ل م�ن المتغي�رات ف�ي ھ�ذه الأش�كال  وادن�اه الخوارزمي�ة الخاص�ة به��ذا 

  :البرنامج
Main Procedure 
  Step1: Put Initial Value a,b,c,d,e,f,p, Max-iteration 
  Step2: Call Image-Draw 
  Step3: end 
  Image-Draw Procedure 
     Step1: Set X=0, Y=0 
     Step2: For I=1 To   Max-iteration 
     Step3: J=rand( ) 
     Step4: k= (J<P[0]) ?0: ((J<P[1] ?1: (J<P[2]) ?2:3)) 
     Step5: new X=a[k]* X + b[k]*Y+ e[k]  
     Step6: Y= X=c[k]* X + d[k]*Y+ f[k] 
     Step7: X= new X 
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     Step8: Putpixel (X,Y, Color) 
     Step9: Next I  
     Step10: Return 
     Step11: End 

 
  :ةوبعد تنفيذ البرنامج الخاص بالخوارزمية اعلاه حصلنا على الاشكال الكسرية التالي

         

  
  

  .ونلاحظ ھنا مدى تاثير عدد التكرارات في وضوح الشكل الكسري
ادن��اه ج��دولا لق��يم المتغي��رات المول��دة للاش��كال الكس��رية الس��ابقة : وم��ن تنفي��ذ البرن��امج ايض��ا 

  واحتمالية كل منها
P 

 الاحتمالية
f e d c b a No.of 

Function 
Name  

 اسم الشكل 
0.01 0.0 0.0 0.16 0.0 0.0 0.0 1  

Fern 
 

0.07 1.6 0.0 0.22 0.23 -0.26 0.2 2 
0.07 0.44 0.0 0.24 0.26 0.28 -0.15 3 
0.85 1.6 0.0 0.85 -0.04 0.04 0.85 4 
1.00        Sum of p 
0.05 0.0 0.0 0.5 0.0 0.0 0.0 1  

Tree  0.15 0.2 0.0 0.1 0.0 0.0 0.1 2 
0.4 0.2 0.0 0.42 0.42 -0.42 0.42 3 
0.4 0.2 0.0 0.42 -0.42 0.42 0.42 4 
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1.00        Sum of p 
0.3333 0.0 0.0 0.333 0.0 0.0 0.333 1  

Cantor 
Tree 

0.3333 0.0 1.0 0.333 0.0 0.0 0.333 2 
0.3334 0.5 0.5 0.667 0.0 0.0 0.667 3 
1.0000        Sum of p 
0.3333 0.0 0.0 0.5 0.0 0.0 0.5 1  

Sierpiniski 
Traingle 

0.3333 0.0 1.0 0.5 0.0 0.0 0.5 2 
0.3334 0.5 0.5 0.5 0.0 0.0 0.5 3 
1.0000        Sum of p 

وم��ن ھ��ذا الج��دول نلاح��ظ قل��ة ع��دد الارق��ام الت��ي اس��تخدمت لتولي��د الاش��كال الكس��رية ،      
  .طة في الصورةويمكن مقارنة ذلك مع الاف الارقام التي نحتاجها لتعريف وتحديد كل نق
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