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ABSTRACT 

For a connected vertex disjoint graphs G1 and G2 , we define 1G S 2G  as the 
graph obtained from the union of G1 and G2 with four edges joining  the vertices of an 
edge of G1 to the vertices of an edge of G2 .In this paper we obtain Wiener polynomials 
of the width distance-2 for sK S tK  ,   sK S tC  and    sC S tC .The Wiener index of 
each such composite graph is also obtained.    

  الملخص
2GS بيانين متصلين ومنفصلين عن بعضهما فان2Gو 1Gإذا كان

 
1G مكون من اتحاد هو بيان 

G1 
ضمن هذا البحث إيجاد متعددة تG2.  مع رأسي حافة في  G1مع أربع حافات تصل رأسي حافة في G2 و 

 احدهما دارة أو دارتين أو  تامين G2 وG1عندما يكون البيانان G1TG2 للبيان 2-حدود وينر للمسافة العرضية
  .  لهذه البيانات 2-افة العرضيةكما تضمن إيجاد دليل وينر نسبة للمس. والأخر بيان تام 

  المقدمة .1

 [3,4]للتعرف على بعض مفاهيم نظرية البيان  التي وردت في هذا البحث نشير الى المصدرين    
 وأخيرا للاطلاع على موضوع [5,6]وللتعرف على مفهوم متعددة حدود وينر ودليل وينر نشير إلى المصدرين

   . [7 ,1,2]هذه المسافة نشير إلى المصادر  المسافة العرضية ومتعددة حدود وينر ل
  : بالصيغة G=(V,E) لبيان   dw نسبة الى دالة المسافة العرضيةw–تعرف متعددة حدود وينر 

∑
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wx)x;G(W        …..(1.1) 

  فإن ، k بينها تساوي  -w يمثل عدد الأزواج غير المرتبة للرؤوس التي المسافة العرضية Cw(G,k)وإذا كان 
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ww x)k,G(C)x;G(W

      
…..(1.2) 

2wلاحظ انه عندما يكون  .-w نسبة للمسافة العرضية G هو قطر wδحيث أن  -w فان المسافة العرضية ≤
   .2لا تقل عن 

 من الصيغة  Ww(G) ز له والذي نرم , -wواضح انه يمكن أن نحصل على دليل وينر نسبة للمسافة العرضية 
  :[2]الآتية 
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∑
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w1xww )k,G(Ck)x;G(W
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d)G(W     …..(1.3)  

G(Evu(ولـيكن .  بيانين متصلين ومنفصلين عن بعضهما بالنسبة للرؤوس       2G و 1G ليكن :تعريف 111 ∈ 
G(Evu(و 222  مـع الحافـات     2G و 1Gالمكون من إتحاد    البيان  هو  2GT1Gالبيان المركب  فان   ∋
21212121 uv,vv,uu,vu.  

 1G الاتصال لكل من   وإذا كان عامل  . ٢ لا يزيد على     2GS1G للبيان   [4]من الواضح أن عامل الاتصال      
  .٢ هو 2GS1G فان عامل الاتصال لـ٢ لا يقل عن 2Gو

,  tKSsK  لكـل مـن البيانـات المركبـة        -2سوف نجـد متعـددة حـدود وينـر بالمـسافة العرضـية              
tKSrC,tCSsC  لكل من هذه البيانات المركبة -2ونحسب دليل وينر للمسافة العرضية . 

  :tKSsK المركبالبيان2. 

)8tsts(/2 وان حجمه s+t هي tKSsKواضح أن رتبة  22  .2 وان عامل الاتصال هو+−−+
   .٢-نجد متعددة حدود وينر للمسافة العرضية

2s,t ليكن :2.1عبارة    : هيtKSsK للبيان٢- فان متعددة حدود وينر للمسافة العرضية≤

2W ( sK S tK ;x) 32 x)2t)(2s(x)]4t)(1t()4s)(1s[(
2
1

−−++−++−=  

K(Evu(ليكن :البرهان s11 K(Evu( و∋ t22    وأن∋
E( sK S tK ) }vu,vu,vv,uu{)K(E)K(E 12212121ts UU=   

  :، فانtKSsKV(∈v,u (ليكن
)K(Vv,u,2)v,u(d s2 ∈∀=      …..(2.1) 

  كذلك 
)K(Vv,u,2)v,u(d t2 ∈∀=      …..(2.2) 

)tsts(/2 هو(2.2) و(2.1)عدد أزواج الرؤوس للعلاقتين  22 −−+.  

v,u{)K(Vu{إذا كان  11s v,u{)K(Vv{ و ∋− 22t  مكونة مـن    v,u(C( فانه توجد حاوية صغرى      ∋−
)v,v,v,u(الدربين  )v,u,u,u( و21   ، وعليه يكون21

3)v,u(d2 =         …..(2.3) 
)2s)(2t(وعدد أزواج الرؤوس لهذه الحالة هو  −−.  

  كما نلاحظ أن
)K(Vv,2)v,v(d)v,u(d t1212 ∈∀==     …..(2.4) 

 وبالمثل فان
}v,u{)K(Vv,2)v,v(d)v,u(d 11s2222 −∈∀==    …..(2.5) 

2s(2( يساوي (2.5) والتي تحقق 2t هو (2.4)وأن عدد أزواج الرؤوس التي تحقق العلاقة  −. 

   وأعداد أزواج الرؤوس التي تحققها نحصل على(2.1)-(2.5)ومن العلاقات 
2C ( sK S tK ,2) 2/)]4t)(1t()4s)(1s[( +−++−=  



  ...متعددات حدود وينر للمسافة العرضية لبيانات 
  

 

٣٣  

2C ( sK S tK ,3) )2t)(2s( −−=   

     #.وبهذا يتم البرهان

  2.1النتيجة الآتية مباشرة من العبارة 

  : هوtKSsKللبيان المركب  ٢- دليل وينر للمسافة العرضية:2.2نتيجة 
2W ( sK S tK ) )2t)(2s(3)4t)(1t()4s)(1s( −−++−++−= .    # 

  :tKSrCالبيان المركب 3.

3t حيث أن  tبيانا تاما برتبة     tKليكن K(Evv( وليكن ≤ t21  هي دارة برتبة    rC، كما نفرض أن   ∋
rــث أن 4r  حي C(Euu( وأن ≤ r21 ــان . ∋ ــون البي ــه يك ــةtKSrCعلي tr برتب ــم +   وحج
)42/)1t(tr(   .tKSrC والشكل التالي يوضح البيان المركب +−+
  
  
  
  
  
  
 

  tKSrC البيان 3.1الشكل

 : هيtKSrC للبيان ٢- متعددة حدود وينر للمسافة العرضية:3.1عبارة 

r2 C(W S
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)3t,r,x)rt2(x)4r,فرديrعندما

xx)2t(x)2r(x]1)3t)(2/t[(
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t  

 : نجد أن3.1من الشكل . G بالحرف tKSrC لأجل التبسيط سوف نرمز للبيان :البرهان
)K(Vv,u,2)v,u(d t2 ∈∀=  

1t(t(/2واج الرؤوس لهذه  الحالة هو عدد أز   إذا. −
2/x)1t(tx)x(g 2

)K(Vv,u

)v,u(d
1

t

2 −== ∑
∈

 

C(Vv,u(كما نجد أن لكل رأسين مختلفين  r∈ باستثناء الزوج }u,u{   :، فان21
)Gv,u(d2 )Cv,u(d r2=  

  فضلا عن أن
2)u,u(d 212 =  

4u 

tK rC 

1u 

2u 

3u 5u  

ru 1ru − 2ru − 

1v 

2v 

tv 
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  :كن أن نعبر عن ذلك بمتعددة الحدود الجزئية الآتيةويم
21r

r2
)C(Vv,u

)v,u(d
2 xx)x;C(Wx)x(g

r

2 +−== −

∈
∑  

   أن3.1كما نلاحظ من الشكل 
)K(Vv,2)v,u(d)v,u(d t2212 ∈∀==  

    عليه  . 2tعدد أزواج الرؤوس التي تحقق ذلك هو 
2)v,u(d

)K(Vv

)v,u(d
3 xt2)xx()x(g 22

t

12 =+= ∑
∈

  

u,u{)C(VA{نفرض أن    21r Au لكل رأس  ٢-تكون المسافة العرضية  . =− ، نسبة لأي من الرأسـين      ∋
1v2 وv كالأتي : 

)Cu,v(d)Gu,v(d 1r2222 +=  

)Cu,v(d)Gu,v(d 1r1212 +=  

  : وهيx(g4(من هاتين العلاقتين نحصل على الدالة 
r

1r1
)u,v(d

Au

)u,v(d
4 x4)x;C,v(W2)xx()x(g 2212 −=+= +

∈
∑  

v,v{)K(VB{والآن نفرض أن  21t Bv، وليكن =−    نلاحظ أن ∋
Au,)Cv,u(d)Gv,u(d 3r22 ∈∀= +  

Bvعندئذ نحصل على العلاقة الآتية لرأس معين ∈   
1r2r

3r2
Au

)v,u(d x2x2)x;C,v(Wx 2 ++
+

∈

−−=∑  

2t(B(ولما كان    : فنحصل علىv لذا نأخذ المجموع لكل =−
)xx)(2t(2)]x;C,v(W)[2t(x)x(g 2r1r

3r2
Au,Bv

)v,u(d
5

2 ++
+

∈∈

+−−−== ∑   

 قدم نستنتج أنومما ت

)]xx)(2t(2x41[xx]1)3t)(2/t[()x(g)x;G(W 321r2
5

1i
i2 +−++−++== −

=
∑   

                           )x;C,v(W)2t()x;C,v(W2)x;C(W 3r21r12r2 ++ −+++  

   [1]وبما أن
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  وأن 
)x;C(W

k
2)x;C,v(W k2k2 =  

1r(k(أو)3r(حيث  ++=.  
 # .لمبرهنةوبعد التعويض وإجراء بعض التبسيط نحصل على متعددة الحدود كما هي معطاة في نص ا
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  : هوtKSrC للبيان ٢- دليل وينر للمسافة العرضية:3.2نتيجة 
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   tCSsCالبيان المركب 4. 

   دارتين منفصلتين وان tC وsCلتكن 
 }u , ... ,u ,u ,{u  )V(C s321s =  

 
 
 

vu,vu,vu,v{u{ مع الحافات sC وtC يتكون من اتحادtCSsCالبيان المركب  ts1st111 

 1 .4كما موضح في الشكل   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

   tCSsC بيان 1 .4الشكل 

t s  6 ليكن    :الحالات الآتية  نعالجtCSsC للبيان ٢-، لإيجاد متعددة حدود ونير للمسافة العرضية≥≥

   عددين زوجين t و sليكن ) أولا(

 :بالنسبة لأزواج الرؤوس لدينا الحالات الآتية
u,{u{ باستثناء الزوج sCأي رأسين في v  وuإذا كان ) 1( s1 فان ، 

| v(u,d 2 sC S )C t | v(u,d 2= )Cs  

  وان 
| u,(ud s12 sC S 2)C t =   ,   | u,(ud s12 )Cs = 1s −  

  وعليه 
1S2

s2
)(C V  vu,

v)(u,d
1 xxx);(C W x  (x)F

s
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  بالمثل نحصل على ) 2(
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tv
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t 1 2 3 tV(C )  {v ,  v , v , ... , v  } =
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)(C V  vu,

v)(u,d
2 xxx);(C W x  (x)F
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∈
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   أن 4.1نلاحظ من الشكل ) 3(
2  )v,(ud )v,(ud  )v,(ud  )v,(ud 112ts2t121s2 ====  

  وهذا يؤدي إلى 
2

3 4x(x)F =  
V(Cu(نلاحظ انه لكل    ) 4( si s/2    i   2  حيث  ∋ V(Cv( ولكل   ≥≥ tj t/2  j   2   حيـث    ∋ فـان  .  ≥≥

v,C(u(الحاوية ji ذات اصغر طول تتكون من الدربين الآتيين  

j2t1tt12i1ii1  v, ... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P −−−−  

j321s2i1ii2  v, ... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P ++  

  إذاً
i- j s  )(P     , j-i t )(P 21 +=+= ll  

  وهذا يؤدي إلى أن 
i}-js j,-i{tmax   )v,(ud ji2 ++=  

s/2    i   2حيث  t/2  j   2   و ≥≥ ≤≤      

jitijsإذا كان i فان،  +−≥+−
2
αj2 stαحيث أن  ،  ≥≥+ −=  

   التي تجعل المسافة العرضيةjهذه العلاقة تعطي قيم 
j-i t )(P   )v,(ud 1ji2 +== l  

t/2 j 1 iα/2   أي jولبقية القيم لـ     هي 2- فان المسافة العرضية++≥≥
s/2 i   ,  ijs   )v,(ud ji2 ≠−+=  

  : ل على العلاقة الاتيةومنها نحص
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  : ى المذكورة نحصل علiوبأخذ المجموع لهذه العلاقة لقيم 
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…..(4. 1) 

iu، s/2i2وبهذا وجدت متعددة الحدود للرؤوس  jv، t/2j2 ، مع الرؤوس≥≥  وهي متعددة الحدود ≥≥
iu، s/2 i2ذاتها للرؤوس  jv، 1tj 1t/2لرؤوس ، مع ا≥≥   .2بالعدد ) 4.1(أي نضرب العلاقة . +≥≥−
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 نسبة إلى كل رؤوس الدارة الثانيـة  sCكما أنه وبعد أن وجدنا متعددة الحدود للرؤوس في نصف الدارة الأولى 
tC   1 عداt  v, v جرد النظر إلى البيان يتأكد لنا أن الرؤوس في النصف الثاني من الدارة الأولى                وبمsC  أي 

iu ،  1si 1s/2الرؤوس   1t كلها عـدا  tC لها العلاقة نفسها نسبة إلى رؤوس الدارة        +≥≥−  v, v  وبهـذا 
  وعندها نحصل على .  مرة أخرى٢بالعدد ) 1 .4(ف تضرب العلاقة سو
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4 x4  xx 4  x  (x)F 2  

u,{u)V(CU{حيث  s1s v,{v)V(CU{  و  =− t1t −=′ 

jv، 1tj 2 نسبة إلى su  و1u لكل من الرأسين ٢-الان نجد المسافات العرضية) 5(  ونلاحظ مـن  ≥≥−
  أن 4.1 الشكل 

| v,(ud j12 sC S )C t | v,(ud j12= )C 1t +  

  وكذلك 
| v,(ud js2 sC S )C t | v,(ud js2= )C 1t+  

  وهذه تؤدي إلى متعددة الحدود
t

1t125 4x -  x); C , (u W2  (x)F +=  

iu ، 1-si 2 نسبة إلى الرؤوسtv و1v لكل من الرأسين٢-بالمثل المسافات العرضية) 6(     نجد أن ≥≥
| u,(vd i12 sC S )C t | u,(vd i12= )C 1s +  

| u,(vd it2 sC S )C t | u,(vd it2= )C 1s +  
 وهذه تؤدي إلى متعددة الحدود 
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  :المبرهنة الآتية
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 زوجياً تصح أيـضا فـي   t وsعندما يكون كل من ) 6(، ) 5(،  ) 3(،  ) 2(،  ) 1( الحالات الجزئية    :ملاحظة  
 فردين أو أحدهما    t و sفهي تختلف عنها عندما يكون      ) 4(أما الحالة الجزئية     . t و sالحالات الأخرى لكل من     

  ).رابعاً(و ) ثالثا ( و)ثانيا(فردي والاخر زوجي، وهذه سوف تعالج فيما يأتي 
 



  أسماء صلاح عزيزو علي عزيز علي 
  

 

٣٨ 

t s  7  عددين فرديين وأن t وsليكن ) ثانيا( ≤≤:  

منها وفيهـا  ) 4( زوجيان هو في الفقرة t و sعندما يكون   ) أولاً( كما ذكرنا فان اختلاف هذه الحالة عن الحالة         

V(Cu(نلاحـــظ أن لكـــل  si ∈ ، 
2

1si2 V(Cv( ، ولكـــل ≥≥− tj ∈ ، 
2

1tj2 ، فـــان ≥≥−

v,C(u(الحاوية ji ذات اصغر طول تتكون من الدربين  

j2t1tt12i1ii1  v,... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P −−−−  

j321s2i1ii2  v, ... ,v,v,v,u, ...  ,u,u,u:P ++  

  إذاً
i-j s  )(P     , j-i t )(P 21 +=+= ll  

 وبذلك فان 
i}-js j,-i{tmax   )v,(ud ji2 ++=   , ( )/21si2 −≤≤   ,  ( )/21tj2 −≤≤  

jitijsإذا كان    i ، فان    +−≥+−
2
αj2 stα ، حيث أن     ≥≥+  التـي  j وهذه العلاقة تعطي قـيم   =−

  .تجعل المسافة العرضية
)(Pjit)v,(ud 1ji2 l=−+=   

) أي القيم jولبقية قيم  ) ( )  /21-t  j  1iα/2   فان++≥≥
1)/2-(s  i  , ijs)v,(ud ji2 ≠−+=  

 وبذلك نحصل على
      

( ) ( )

( )

( )

∑∑∑
++=

−+
+

=

+
−

=

+=
/21-t

1iα/2j

ijs
iα/2

2j

j-it
2/1t

2j

)v,(ud x  x x ji2      …..(4. 2) 

) ، حيث أن  iuوالتي تتحقق لكل رأس      )/23si2 si)2/(1أما بالنسبة إلى . ≥≥− فـان المجمـوع   ،  =−

الثاني 
( )

( )
∑

++=

−+
/21-t

1iα/2j

ijsxًفان وعليه.  يصبح صفرا   

( )( ) ( )
∑∑ ∑∑∑ ∑
=

−+

= ++=

−+
+

=

−+

= =

+









+=

1)/2-(t

2j

j1)/2-(st
2/3-s

2i

1)/2-(t

α/21ij

ijs
α/2i

2j

jit
2/1-s

2i

2/1-t

2j

)v,(ud x  xx x ji2 …..(4.3) 

ji لكـل رأسـين  ٢-وبهذا وجدنا متعددة الحدود للمسافة العرضية v,u 2/(1 ، حيـث(s2,3,4,...,i    و =−
1)/2(t2,3,4,...,j  ، iuونلاحظ أننا نحصل على متعددة الحدود نفسها للمسافة العرضية بين كل رأس ،  =−

s2,3,4,...,i)2/(1حيث   ,...,1t، وحيث   jv مع كل رأس     =−
2

7t,
2

5t,
2

3tj −
+++

 وبناء على ذلـك   =

 الـرؤوس العرضـية لكافـة أزواج       للحصول على متعددة الحدود للمسافة       2في  ) 4.3(نضرب المجموع في    

}v,{u ji حيث ( )/21si2 −≤≤ ،1t,...,
2

5t,
2

3t,
2

1t,...,4,3,2j −
++−

=.  



  ...متعددات حدود وينر للمسافة العرضية لبيانات 
  

 

٣٩  

iu،1si أي   sCأما المسافة العرضية للرؤوس في النصف السفلي من الـدارة           
2

3s
−≤≤

، نـسبة إلـى     +

,...,1t أيضا ، jvالرؤوس 
2

5t,
2

3t,
2

1t  , ... 2,3,4, j −
++−

  مثل المسافة ـعددة الحدود التي تـ فان مت=

 . مرة اخرى2 ولهذا تضرب بالعدد (3 .4)العرضية لهذه الرؤوس مساوية أيضا لمتعـددة الحـدود في

  بقي في هذه الحالة أن نجد 

1s(u(/2المسافات العرضية للرأس ) أ( jv ، 1t, .... 4, 3, 2,j نسبة إلى كل الرؤوس +   . وأن نجد=−
ــية للـــرأس   ) ب( ــسافات العرضـ 1t(v(/2المـ ــسبة إلـــى كـــل الـــرؤوس    +  ، iu نـ

1s , ... ,
2

3s ,
2
1-s , .... 4, 3, 2,i −+=  

v,C(u(فان الحاوية ) أ(ففي حالة  j1)/2(s+ بأصغر طول تتكون من الدربين  : 

j1tts5)/2(s3)/2(s1)/2(s1  v,... ,v,v,u,...  ,u,u,u:P −+++  

j2113)/2-(s1)/2-(s1)/2(s2  v,... ,v,v,u, ...  u,u,u:P +  
  من الواضح أن

j
2

1s)(P  , jt
2

1s)(P 21 +
−

=−+
+

= ll  

jtإذا كان 
2

1s  j
2

1s
−+

+
≤+

فان ، −
2

1t  j +
≤  

  لذا فان 

( )1t
2
1j2    ,  jt

2
1s )v,u(d j2/)1s(2 +≤≤−+

+
=+  

  وأن 

( ) ( )1tj3t 
2
1    ,  j

2
1s )v,u(d j2/)1s(2 −≤≤++

−
=+  

  وهكذا نحصل على متعددة الحدود
( ) ∑∑∑

+=

+−
+

=

++
−

=

+=+

1-t

2/)3t(j

j 1)/2(s
1)/2(t

2j

j- t 1)/2(s
1t

2j

v, ud x  x x j1)/2(s2

   
…..(4. 4) 

 للرأس   ٢-وبإتباع الطريقة نفسها نجد متعددة الحدود للمسافة العرضية       ) ب(في حالة   
2

1tv  نسبة إلى الرؤوس    +

iu   1 حيثs , ... ,
2

3s ,
2
1-s , .... 4, 3, 2,i −

+
باستثناء   (=

2
1si +

 لان المسافة العرضية بين الرأسـين       =

2
1tv  و +

2
1su u ,(v C(وتكون الحاوية )) أ( قد ذكرت في الحالة + i1)/2(t+ بأصغر طول مكونة من الدربين   

i1sst
2

5t
2

3t
2

1t1 u ,... ,u,u,v,...  ,v, v,v:P −+++  

i211
2

3t
2

1t
2

1t2 u , ... ,u,u,v, ...  ,v, v,v:P −−+  

  ونجد أن 



  أسماء صلاح عزيزو علي عزيز علي 
  

 

٤٠ 

i
2

1t)(P  , is
2

1t)(P 21 +
−

=−+
+

= ll  

is فإذا كان
2

1t     i
2

1t
−+

+
≤+

، فأن  −
2

1s  i +
≤  

وبما أن 
2

1si +
     قد استثنيت فان =

2
1si2        ,  )(P )v, u(d 11)/2(ti2

−≤≤=+ l  

  وأن
1si

2
3s,)(P)v,(ud 21)/2(ti2 −≤≤

+
=+ l   

  وهكذا نحصل على 

∑∑∑
−

+=

+−
−

=

−++ +=+
1s

3)/2(si

i1)/2(t
1)/2(s

2i

is1)/2(t

u

)v,(ud xxx
i

1)/2(ti2     …..(4.5) 

u,u,{u)V(C{ في  iuجموع في الطرف الايسر يؤخذ على كل راس حيث ان الم s1
2

1ss +−  

 و  (4.5)مع متعددات الحـدود فـي       ) اولا(في  ) 6(،  )5(،) 3(،  )2(،)1(واخيرا ، بجمع متعددات الحدود في       
x;C(W(  ومــن ثــم التعــويض عــن(4.3) ومــع اربــع مــرات تلــك فــي (4.4) t2 ،)x;C(W s2 ،

)x;C,v(W 1s12 x;C,u(W( و + 1t12  :والتبسيط نحصل على المبرهنة الآتية +

ts7إذا كان 4.2 :مبرهنة     عددين فرديين فانt,s وكان ≥≥

s2 C(W S ∑
−+

+=

−−−+++ +−−−++++=
3)/2s(2t

s)/2(tk

k1t1s3)/2(st1)/2(t1)/2(s2
t x5xx4x2)x(t2)x(s6xx);C  

                       ∑∑∑
−

+=

−
−

+=

−
−+

++=

+++++++
1t

3)/2(tk

k1)/2(s
1s

3)/2(sk

k1)/2(t
3)/22s(t

2)/2s(tk

k x)x4(tx).x4(sx  

                       )xx(4
1)/2(t

α/21ik

iks
α/2i

2k

k-it
3)/2(s

2i
∑∑∑
−

++=

−+
+

=

+
−

=

++     

  : عددا فرديا t عددا زوجيا و t < s ، sليكن ) ثالثا(

  فقط وهي التي سوف نعالجها فيما يلي) 4(الجزئية الحالة في ) أولا(إن هذه الحالة تختلف عن 
s/2i2إذا كان  1t(j2(2/ و ≥≥ v,C(u( فان الحاوية  ،≥≥− ji الصغرى تتكون من الدربين الآتيين :  

j1tt12i1ii1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P −−−  

j21s2i1ii2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P ++  

  ونجد أن 
ijs)(Pj,it)(P 21 −+=−+= ll  

 لذلك فان 
j}iti,jmax{s)v,(ud ji2 −+−+=  



  ...متعددات حدود وينر للمسافة العرضية لبيانات 
  

 

٤١  

s/2i2 إذ أن  tj2)2/(1  و ≥≥ −≤≤   
jitijsفإذا كان    فان،  +−≥+−

i
2

s-tj +≤
        

…..(4.6) 

2jبما أن  i تؤدي إلى) 4.6(  عدد فردي فان المتباينة t-s عدد صحيح وان ≤
2

1stj2 +
−−

≤≤  

  2- التي تحقق المسافة العرضية jوهي قيم 
2/si2 ≤≤   ,jit)v,(ud ji2 −+=   

)1t(ji2/)1st(/2 الأخرى التي هي jولقيم     هي 2- فان المسافة العرضية −++≥≥−
1)2/s(i2 −≤≤  ,ijs)v,(ud ji2 −+=  

iu ،1وعليه ، ولرأس معين 
2
si2    ، فان متعددة الحدود المقابلة له هي ≥≥−

∑∑∑
−

+−+=

−+
−−+

=

−+
−

=

+=
2/)1t(

2/)1st(ij

ijs
2/)1st(i

2j

jit
2/)1t(

2j

)v,u(d xxx ji2     …..(4.7) 

   فان لديناsu/2أما بالنسبة للرأس 

∑∑
−

=

−+
−

=

=
2/)1t(

2j

j2/st
2/)1t(

2j

)v,u(d xx j2/s2

     
…..(4.8)  

s(i2/2(1،لقيم  ) 4.7(وبأخذ المجموع لمتعددة الحدود      ، نحصل  ) 4.8( ، وإضافة متعددة الحدود في       ≥≥−
  على 

)xx(x
1)/2(t

1)/2s(tij

ijs
1)/2s(ti

2j

jit
1s/2

2i

1)/2(t

2j

)v,(ud
s/2

2i

ji2 ∑∑∑∑∑
−

+−+=

−+
−−+

=

−+
−

=

−

==

+= ∑
−

=

−++
1)/2(t

2j

j(s/2)tx , 

…..(4.9)                                             
  

ـــن أن  ــوف نبي ــل رأس  ) 4.9(س ــسـها لك ــي نف iu ،2/si2ه ــل رأس ،≥≥ ــع ك ، jv م
1tj3)/2(t   :  ، وذلك باستخدام دربين مختلفين عن الحالة المذكورة سابقا وهما +≥≥−

j2112i1ii
*
1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P −−  

j1-tts2i1ii
*
2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:P ++  

  واضح أن 
1-tj3)/2(t,s/2i2,1jist)(P,1ji)(P *

2
*

1 ≤≤+≤≤+−−+=−+= ll  
 

1jtv و jv نلاحظ التناظر بين الرأسين 4.1من الشكل  +− ،2/)1t(j2  وإذ نستطيع أن نقول أن طول ≥≥−

* يؤدي إلى طول الدرب      1Ρالدرب  
1Ρ    عندما نستبدل j  1 بـjt t)(1  لكل −+

2
1j2 وبالمثل، فان ، ≥≥−

* يؤدي إلى طول الدرب 2Pطول
2P عندما نستبدل j 1 بـjt 1t(j2(/2 لكل −+ ن ، وبهذا نستنتج أ≥≥−

s/2,...2,3,4,iلكل   t,... 2,3,4,j)-2/(1 و   = v,(ud)v,(ud( فان   = 1jti2ji2 وبهـذا تـضرب    .  =−+
   ، iuل الرؤوس ـسافات العرضية لكـد وجدنا المـكون قـا نـ ، وعنده2بالعدد )4.9(متعددة الحدود في 



  أسماء صلاح عزيزو علي عزيز علي 
  

 

٤٢ 

s/2i2  , … ,t-1، لأجل jv إلى كل الرؤوس  نسبة≥≥
2

3t + , 
2

1t − ,..., j=2 , 3 , 4.  

 و iu ، أي الـرؤوس  sCوكذلك فان متعددة الحدود للمسافة العرضية للرؤوس في النصف الـسفلي للـدارة     
1si(s/2)1 tv)2/(1 عدا الرأس    tC نسبة إلى كل رؤوس الدارة       +≥≥−  مساوية لتلك المذكورة للـرؤوس  +

tv)2/(1 نفسها عدا    tC العلوي نسبة إلى رؤوس    sCفي نصف الدارة    (4.9)  ولهذا تضرب متعددة الحدود في     +
 .4 مرة أخرى، وتصبح مضروبة في 2بالعدد 

tv)2/(1 الرأس   أما si2/2 و   iu ومسافاته العرضية عن       + v,C(u( ، فـنلاحظ أن الحاويـة        ≥≥ 1)/2(ti + 
  :تتكون من الدربين

i2113)/2-(t1)/2-(t1)/2(t1 u,...,u,u,v,...,v,v,v:P +  

i1-sst5)/2(t3)/2(t1)/2(t2 u,...,u,u,v, ...,v,v,v:P +++  

  ونجد أن 

is
2

1t)(P,i
2

1t)(P 21 −+
+

=+
−

= ll  

  ولهذا فان 

i}s
2

1t,i
2
1-tmax{)v,(ud 1)/2(ti2 −+++=+  

                             1)/2(tis ++−=      ,   
2
s,...2,3,i =  

  وبهذا نحصل على 

∑∑
=

−++

=

=+
s/2

2i

is1)/2(t
s/2

2i

)v,(ud xx 1)/2(ti2       …..(4.10) 

si2/2 و iuلكل رأس  ≤≤  
)v,(ud)v,(ud 1)/2(t1i-s21)/2(ti2 +++ =  

 
1s2وهذه العلاقة تعطي المسافات العرضية للرؤوس       

2
s1

2
s u,...,u,u −

++
tv)2/(1  نسبة إلى الرأس       ا  ولهـذ  +

  ونحصل على  ، 2بالعدد ) 4.10(تضرب العلاقة 

∑∑
=

−+
+−

=

=+

s/2

2i

is
2
1)(t1s

2i

)v,(ud x2x 1)/2(ti2  

  مما تقدم نحصل على 

∑∑∑∑
−

=

+−

=

−+
+−

=

−

=
+=

1)/2(t

2j

2
sjts/2

2i

is
2
1)(t1t

2j

)v,(ud
1s

2i
x4x2x ji2  

 

 )xx(4
1)/2(t

1)/2s(tij

i-js
1)/2s(ti

2j

j-it
1s/2

2i
∑∑∑
−

+−+=

+
−−+

=

+
−

=
++     …..(4.11) 

والتعويض عن  ) 4.11(مع متعددة الحدود في     ) أولا(في  ) 6(،  )5(،) 3(،  )2(،)1(وبجمع متعددات الحدود في     
x);(CW s2،x);(CW t2،x);C,(uW 1t12 x);C,(vWو+ 1s12  :حصل على المبرهنة الآتيةلتبسيط نوبإجراء ا+



  ...متعددات حدود وينر للمسافة العرضية لبيانات 
  

 

٤٣  

ts6إذا كان : ٤,٣مبرهنة     عددا فرديا فان t عددا زوجيا و s وكان ≥>

s2 (Cw T ∑∑
−

+=

−

+=

−−+ ++++−−−+=
1t

1)/2(tk

k
1s

1s/2k

k1t1s1)/2(ts/22
t x4)(tx4)(sxx2xx

2
s6xx);C  

                       ∑ ∑∑∑∑
−

= =

+

=

++
−

==

−+ ++++
1s/2

2i

1-s/2-i

0k

k
-5)/2-s2i(t

0k

k1)/2s(t
1)/2(t

2k

k-ts/2
s/2

2k

ks1)/2(t )xx(.4xx.4xx.2x  

  : عددا زوجيا t عددا فرديا و t < s ، sليكن ) رابعا( 

  ) .ثالثا(والتي سوف نعالجها كما في ) 4(في الحالة الجزئية) أولا(حالة أيضا تختلف عن هذه ال
 و iuأن الــرؤوس   

2
1-si2    نــسبة إلــى الـــرؤوس   ٢- تكــون مــسافاتها العرضـــية   ≥≥

jv ، 2/tj2   ي ، أ)ثالثا( هي كما ذكرت في ≥≥
i}-jsj,-imax{t)v,(ud ji2 ++=  

jiti-jsفإذا كان   s)/2(tij ، فان +≥+− −+≤    
2jولما كان     عددا صحيحا فان هذه تؤدي إلى ≤

i
2

1stj2 +
−−

≤≤   

   التي تحققjوهي قيم 
,j-it)v,(ud ji2 += 2/)1s(,...,3,2i −=       

tji/2 أي jولبقية قيم 
2

1st
≤≤+

     فان−+
 i-js)v,(ud ji2 +=  

  ومنها نحصل على 

∑ ∑∑
+

−−

= +
+−

=

−+−+

=

+=
i

2
1st

2j

t/2

i
2

1stj

ijsjit
t/2

2j

)v,(ud xxx ji2  

 و iuهذه العلاقة لكل رأس 
2
1-si2    نحصل على i وبأخذ المجموع لقيم ≥≥

)xx(x
2/t

i
2

1stj

ijs
i

2
1st

2j

j-it
1)/2-(s

2i

2/t

2j

)v,(ud
1)/2(s

2i

ji2 ∑∑∑∑∑
+

+−
=

−+

+
−−

=

+

==

−

=

+=    …..(4.12) 

v,C(u( عددا فرديا فانه عندما نأخذ الحاوية t عددا زوجيا و sعندما يكون ) لثاثا( وكما حصلنا في الحالة  ji 

 ،
2
1-si2 1tj1 و ≥≥

2
t

    المكونة من الدربين +≥≥−

j2112i1ii1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ −−  

j1-tts2i1ii2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ ++  

  نجد أن 
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٤٤ 

1j-i-ts)(P1,-ji)(P 21 ++=+= ll  

si2)2/(1 و   iu وأطوال الدروب فيه أن لكل رأس        4.1نلاحظ من الشكل      1P يكون طول الـدرب    ≥≥−
1j-tv نفسه والرأس    iu مساويا لطول احد الدربين بين الرأس        jvالذي يصل إلى الرأس      لك طـول   وكـذ . +

1j-tv نفـسه والـرأس      iu يساوي طول الدرب الآخر الذي يصل        jv والرأس   iu الذي يصل    2Pالدرب   + 
  وعليه فان

)v,(ud)v,(ud 1j-ti2ji2 +=  

 2- وعندها نكون قد وجدنا متعددة الحدود للمسافة العرضية        2العدد  ب) 4.12(ولهذا تضرب متعددة الحدود في      
v,{u{لكل أزواج الرؤوس     ji   2/(1 حيث(si2 −≤≤   ، 1tj2  ، iu أما متعددة الحدود للـرؤوس     ≥≥−

1si
2

3s
−≤≤

jv  ،1tj2 نسبة إلى الرؤوس     +  مـرة   ٢ولهذا تضرب بالعدد    ) 4.12( فهي نفسها    ≥≥−

  .أخرى 
يبقى الرأس  

2
1su jv،  1tj2 ومسافاته العرضية نسبة إلى الرؤوس +  ، فنجد أن الحاوية ذات اصغر ≥≥−

v,C(u(طول j1)/2(s+من الدربين تتكون  

j211
2

3s2/)1s(1)/2(s1 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ −−+  

j1-tts
2

)5s(2/)3s(1)/2(s2 v,...,v,v,u,...,u,u,u:Ρ +++  

  واضح أن 
1)/2s(j-t)(Pj,

2
1s)(P 21 ++=+−= ll  

وعليه ، لكل 
2
t,...2,3,4,j     ، فان=

1)/2(sj-t)v,(ud j1)/2(s2 ++=+  
  كما أن 

t/2j2,)v,(ud)v,(ud 1j-t1)/2(s2j1)/2(s2 ≤≤= +++  
  ولهذا فان 

∑∑
=

++−
−

=

=+
t/2

2j

1)/2(sjt
1t

2j

)v,(ud x2x j1)/2(s2       …..(4.13) 

 نحصل على) 4.12(مع أربع مرات متعددة الحدود في ) 4.13(ي وبجمع متعددة الحدود ف

)xx(4x2x
2/t

i
2

1stj

ijs
i

2
1st

2j

j-it
t/2

2j

2/)1s(

2i

2/)1s(jt
1t

2j

)v,(ud
1s

2i

ji2 ∑∑∑ ∑∑∑
+

+−
=

−+

+
−−

=

+

=

−

=

++−
−

=

−

=

++=  …..(4.14)  

ونعوض عن ) 4.14(مع متعددة الحدود ) أولا(في ) 6(، )5(،) 3(،  )2(،)1(وأخيرا نجمع متعددات الحدود في      
x);(CW s2، x);(CW t2،x);C,(uW 1t12 x);C,(vW و + 1s12 ونجري التبسيط لنحصل على المبرهنـة  +

 :الآتية 



  ...متعددات حدود وينر للمسافة العرضية لبيانات 
  

 

٤٥  

t<s7إذا كان :  4.4مبرهنة    : عددا زوجيا فانt عددا فرديا و s وكان ≥

s2 (Cw T ∑∑
−

+=

−

+=

−−+ ++++−−−+=
1t

1t/2k

k
1s

1)/2s(k

k1t1s1)/2(st/22
t x4)(tx4)(sxx2xx

2
t6xx);C  

                       ∑ ∑∑∑
−

= =

+

=

++

=

−+ +++
1)/2(s

2i

1)/2-2i-(s

0k

k
-5)/2-s2i(t

0k

k1)/2t(s
t/2

2k

kt1)/2(s )xx(4xx.2x  
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