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ABSTRACT 
This paper deals with the existence and uniqueness of the solution for a 

boundary value problem of fractional order integro-differential equation, when 
10 << α  using Banach fixed point theorem and Shafer’s fixed point theorem. This 

investigation based on the well known Riemann-Liouville fractional differential 
operator. 

  الملخص

عندما  α تفاضلية ذات رتبة كسرية      –تناولنا في هذه الدراسة وجود و وحدانية الحل لمعادلة تكاملية           
10 << α واعتمدنا في تعريف الرتبة . مع شروط حدودية و ذلك باستخدام مبرهنتي بناخ وشافير للنقطة الثابتة

  . ليوفيل للمشتقة الكسرية-لمعروف بمؤثر ريمانالكسرية على المؤثر ا

   مقدمة تاريخية:أولاً

  Hospitalلقد ارتبط حساب التفاضل و التكامل الكسري بالعديـد مـن العلمـاء لعـل أشـهرهم      

L.,Leibnitz  G.W.,  Riemann  B.وLiouville J. [3]     الذين أعطـوا التعـاريف الأساسـية للمـشتقة 
 .Bassamإذ وسع الباحـث  . ستمرت الأبحاث في هذا المجال وباتجاهات مختلفةالكسرية، ومن بعد هؤلاء ا

M.A. [2]   تعريف Holmgren-M.Riesz            وطبق النتائج التي حصل عليها على بعض نظريـات الوجـود 
وجـود  Arora H.L.  [1]وAL-Abdeen A.Z ودرس كل مـن البـاحثين    .للمعادلات التفاضلية الاعتيادية

   :الآتيةدلة التفاضلية ذات الرتب الكسرية ووحدانية الحل للمعا
10          ,)(      ),()( 00
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وجود ووحدانية الحل لمعادلات تفاضـلية  [5]  و [4]كذلك درس .مستخدمين في ذلك طريقة بناخ للنقطة الثابتة

  . ذات رتب كسرية مع شروط حدودية
ة ذات رتبة كسرية مـع شـروط    تكاملي -في هذا البحث تناولنا وجود ووحدانية الحل لمعادلة تفاضلية        

 : ليوفل و من الشكل التالي -حدودية و باستخدام المؤثر التفاضلي لريمان
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]دالة معرفة ومستمرة على المجـال  fحيث  ] RRT cbaو  0,×× +≠0 ثوابـت و أن  ,, ba  كـذلك ،
αDRليوفل-هو المؤثر التفاضلي لريمان .  

  تعاريف ومبرهنات : ثانياً

   .سنقدم في هذا البند بعض التعاريف التي سنستخدمها في هذا البحث
]ليكن  ]TC ]لدوال الحقيقية المستمرة على الفترة فضاء بناخ ل 0, ]T,0مع المعيار  :  
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  :تعريف

] معرفة دائما تقريبا على الفترةfلتكن الدالة  ]ba  α<0 وقابلة للقياس حسب مفهوم ليبيك ولتكن ,
  الشكل  f للدالة αف التكامل من الرتبة فيعر
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  .بشرط أن يكون التكامل موجودا

  :تعريف

] معرفة دائما تقريبا على الفترةfلتكن الدالة ]ba,0بيك ولتكن  وقابلة للقياس حسب مفهوم لي>α فتعرف 
  الشكل  بf للدالة α ليوفل من الرتبة -مشتقة ريمان
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  [3]: 1 ةمبرهن

] دالة قابلة للقياس على الفترةfلتكن  ]ba 0,0 وأن , >> βα فإن   
 

      
  

  [3]: 2 مبرهنة
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  :مأخوذة

10إذا كانت  << αو  ( ] RTy  تكون حلا للمعادلة التفاضلية yفان الدالة  .دالة  مستمرة :0,→
 :من الرتبة الكسرية
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   دوال مستمرة على منطلقها وتحقق الشرط الحدوديf,Ψحيث 

cTybya =+ −− )()0( 11 αα         …(2) 
   حلا للمعادلة التكاملية ذات الرتبة الكسرية y كان إذا و فقط إذا









+

+Ψ
+

−
Γ

+

+Ψ−
Γ

=

∫

∫
−

−

)(
)))(,(),(,(

)(

)))(,(),(,()(1)(

0
0

1

0
0

1

ba
cdsyIsysf

ba
bt

dsyIsysfstty

T s

st

σσ
α

σσ
α

β
α

βα

     …(3) 

  :البرهان

   فإن(1) بأخذ التكامل لطرفي المعادلة. (2)  ويحقق الشرط الحدودي(1)  حلا للمعادلة التفاضليةyليكن 

 dsyIsysfysyDI
st

R
t

)))(,(),(,()(
0

0
0

1

0
σσβα Ψ+= ∫  

  ، كما يمكن كتابتها بالشكلاختياريهو ثابت  0yحيث أن 

dsyIsysfyty
st

)))(,(),(,()(
0

0
0

)1( σσβα Ψ+= ∫−      …(4)  

  ومنها نجد أن
0

)1( )0( yy =−α  

dsyIsysfyTy
sT

)))(,(),(,()(
0

0
0

)1( σσβα Ψ+= ∫−  

)1()0(وبتعويض قيم  −αy 1()( و( Ty −α فإن(2) في الشرط الحدودي   

cdsyIsysfybay
sT

=







Ψ++ ∫ )))(,(),(,(

0
0

00 σσβ  

  0yومنها نحسب قيمة 

ba
cdsyIsysf

ba
by

sT

+
+Ψ

+
−= ∫ )))(,(),(,(

0
0

0 σσβ  

)()( وملاحظة تكافؤ الرموز (4) معادلةبالعودة إلى ال 1

0

)1( syIty
t

αα −−    فإن=

dsyIsysfysyI
stt

)))(,(),(,()(
0

0
0

1

0
σσβα Ψ+= ∫−  

   فإن(2)  والمبرهنة(1)  وحسب المبرهنةα−1نشتق حدود المعادلة ونجعلها من الرتبة 
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   نستنتج 0y وبتعويض قيمة
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 .(3)  سيكون حلا للمعادلة التكاملية(2)  يحقق الشرط الحدودي(1) مما يعني أن كل حل للمعادلة التفاضلية
  αتبة نشتق طرفي المعادلة ونجعلها من الر.  حلا لهاyوليكن  (3) ولإثبات العكس نبدأ بالمعادلة التكاملية
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   نستنتج(2) و(1) وحسب المبرهنتين
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   نستنتج(2) و(1) وحسب المبرهنتين
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  :yوتكون القيم الحدودية للدالة 
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 (2)  ويحقق الشرط الحدودي(1)  سوف يكون حلا للمعادلة التفاضلية(3) لذا فإن كل حل للمعادلة التكاملية

  وجود ووحدانية الحل: ثالثاً

 باستخدام مبرهنة بناخ للنقطة الثابتة حسب (1)-(2) في هذا البند سنبرهن وجود ووحدانية الحل للمسالة
]  على فضاء بناخالانكماشيةمفهوم التطبيقات  ]TC ,0.  

  :مبرهنة

]إذا كانت  ] RRRTf ] و:0,××→ ] RRT →×Ψ 321وإذا كانت  . دوالاً مستمرة:0, ,, KKK 
]ثوابت موجبة بحيث أنه لكل ]Tt Rwwyy و∋0, ∈2121    فإن,,,
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) حل وحيد على الفترة (2)  مع الشرط الحدودي(1) فان للمعادلة ]T,0.  

  :البرهان

) على الفترة (1)-(2) لإثبات وجود ووحدانية الحل للمسألة ]T,0سنستفيد من النقطة الثابتة للمؤثر :  
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  عزام صلاح الدين يونس 
  

 

١٠٦ 

( )

)(
)))(

)(
,(),(

)(
,(

)(

)))(
)(

,(),(
)(

,()()(

0

1

0

1

1

0

1

0

1

ba
cdsyIsyssf

ba
b

yIsyssfIttyT

T s

st

+
+

Γ
Ψ

Γ+
−

+
Γ

Ψ
Γ

Γ=

∫
−−

−−
−

σ
α

σ
σ

α

σ
α

σ
σ

α
α

α
β

α

α
β

α
αα

 

]ولكل  ]TCyy ,0, 21    فإن∋
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   نحصل على(6) و(5) ومن الشرط
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]هو مؤثر انكماشي على الفضاء T نستنتج أن المؤثر(7)ومن الشرط  ]TC ة بناخ للنقطة  و حسب مبرهن0,
   أي أنهz يمتلك نقطة ثابتة وحيدة ولتكن Tالثابتة فان المؤثر
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  .(2)  والشرط(1) وبذلك نكون قد أثبتنا وحدانية الحل للمعادلة

  وجود الحل:  ثالثا

 تحت شروط أخف من الشروط السابقة باستخدام (1)-(2) في هذا البند سنبرهن وجود الحل للمسالة
]مبرهنة شافير للنقطة الثابتة على فضاء بناخ  ]TC ,0.  

  :مبرهنة

  إذا كانت 
]ة الدال -1 ] RRRTf   .مستمرة:0,××→
   أن بحيث M<0 يوجد ثابت -2



  ة مع شروط حدودية التفاضلية ذات الرتب الكسري- ليةبعض النتائج في نظرية المعادلات التكام 
  

 

١٠٩  

Mzytf ≤),,(          …(8) 
]لكل  ]Tt Rzy و ∋0, ∈,.  

) تمتلك حلا واحدا على الأقل على الفترة (2)  مع الشرط الحدودي(1) فان المعادلة ]T,0.  

  :البرهان

) على الفترة (1)-(2) لإثبات وجود الحل للمسألة ]T,0سنستفيد من النقطة الثابتة للمؤثر :  
[ ] [ ]TCTCT ,0,0: →  

( )

)(
)))(

)(
,(),(

)(
,(

)(

)))(
)(

,(),(
)(

,()()(

0

1

0

1

1

0

1

0

1

ba
cdsyIsyssf

ba
b

yIsyssfIttyT

T s

st

+
+

Γ
Ψ

Γ+
−

+
Γ

Ψ
Γ

Γ=

∫
−−

−−
−

σ
α

σ
σ

α

σ
α

σ
σ

α
α

α
β

α

α
β

α
αα

 

)سوف نستخدم مبرهنة شافير للنقطة الثابتة لبرهان أن المؤثر )yTلك نقطة ثابتة وسنجزئ هذا البرهان إلى  يمت
  :عدة مراحل

i. ( )yTتطبيق مستمر . 
ii.  صور المجاميع المقيدة تحت التطبيق( )yT تكون مجاميع مقيدة في [ ] ),,0( RTC. 

iii.  صور المجاميع المقيدة تحت التطبيق( )yTمتساوية الاستمرارية في تكون مجاميع [ ] ),,0( RTC. 

iv.  شرط القيود الأولية)A priority bounds.( 
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ii. إثبات الجزء الثاني:  
)لإثبات أن صور المجاميع المقيدة تحت التطبيق         )yT          تكون مجاميع مقيدة يكفي أن نبرهن أن لكـل 

0>η       يوجد عدد ثابت موجب مثل τ يث أن لكـل     بح[ ] }:),,0({ ηη ≤∈=∈
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yRTCyBy   تكـون 
( ) τ≤
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iii. إثبات الجزء الثالث:  
) بيقلإثبات أن صور المجاميع المقيدة تحت التط )yT مجاميع متساوية الاستمرارية في تكون 
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  . مقيدةρو هذا يبين لنا أن المجموعة
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( )zTz =  

)(
)))(

)(
,(),(

)(
,(

)(

)))(
)(

,(),(
)(

,()()(

0

1

0

1

1

0

1

0

1

ba
cdszIszssf

ba
b

zIszssfIttz

T s

st

+
+

Γ
Ψ

Γ+
−

−
Γ

Ψ
Γ

Γ=∴

∫
−−

−−
−

σ
α

σ
σ

α

σ
α

σ
σ

α
α

α
β

α

α
β

α
αα

  



  ة مع شروط حدودية التفاضلية ذات الرتب الكسري- ليةبعض النتائج في نظرية المعادلات التكام 
  

 

١١٣  










+
+

Γ
Ψ

Γ+
−

Γ
+

+
Γ

Ψ
Γ

=
Γ

⇒

∫
−−−

−−−

)(
)))(

)(
,(),(

)(
,(

)()(

)))(
)(

,(),(
)(

,()(
)(

0

1

0

11

1

0

1

0

1

ba
cdszIszssf

ba
bt

zIszssfItzt

T s

st

σ
α

σ
σ

αα

σ
α

σ
σ

αα
α

β
αα

α
β

α
α

α

  

)(بوضع  
)(

)(
1

tztty
α

α

Γ
=

−

   نستنتج









+

+Ψ
+

−
Γ

+

+Ψ−
Γ

=

∫

∫
−

−

)(
)))(,(),(,(

)(

)))(,(),(,()(1)(

0
0

1

0
0

1

ba
cdsyIsysf

ba
bt

dsyIsysfstty

T s

st

σσ
α

σσ
α

β
α

βα

  

) على الفترة (1) حلا للمعادلة ty)(وتكون الدالة  ]T,0(2)  مع الشرط.  
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