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ABSTRACT 
 The purpose of this paper is to study the crossed modules and 
crossed homomonphisms, and since these concepts are related to the group 
actions on groups we presented these types of actions. 

  
  الملخص

الغرض من هذا البحث هو دراسة المقاسات والتشاكلات التـصالبية، ولـصلة هـذين              
  .الأفعال الزمر على الزمر فقد استعرضنا هذا النوع من بأفعالالمفهومين 

 

  :المقدمة-1
يتعامل مـع الزمـر      الكثير من نظريات الزمر، وخاصة الجزء الذي         تم الحصول على  

مثـل  ( إن بعـض المفـاهيم    إذ. من دراسة زمر التباديـل بالأصلتم الحصول عليه   إذالمنتهية،  
لا تظهر في نظرية الزمر المجردة ولكنها واضحة فـي زمـر   ) العناصر الثابتة والعناصر المثبتة   

عات منتهية قـد     الزمر المنتهية على مجمو    أفعال لذا فمن الطبيعي أن يكون مفهوم        [10]التباديل  
 xS إلـى   Gعلى انه تشاكل زمري من  X على مجموعة مثل Gبدأ بتعريف فعل زمرة مثل  

  .  Xزمرة التباديل على 
  K على  K مجموعة التشاكلات من  AutK زمرة فان  K و Hعندما تكون كل من  

  علـى    H ، لذا فانه يمكن القول بان فعـل الزمـرة              xSهي زمرة جزئية من زمرة التباديل       

  .AutK الزمرة إلى  H هو تشاكل زمري من الزمرة  Kالزمرة 
 دراسة المقاسات والتشاكلات التصالبية تعتبر من التطبيقات التي لها ارتباط كبير في             إن

  . الزمر على الزمرأفعالمفهوم 
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                              أفعال الزمر على الزمر-2
  

 الزمر على الزمر مكافئا للتعريف الوارد في المقدمة، كذلك          لأفعاليقدم هذا البند تعريفا     
 المتعدية والحرة والمنتظمة، لمزيد من المعلومات       كالأفعال الأساسيةنستعرض بعضا من المفاهيم     

  . [1] [8] [10]الرجوع إلى 
  

  ]10[ -:2-1تعريف 
 إذا  K على الزمرة  H للزمرة أيسر هناك فعل زمرتي أنول  زمرة نق K و H   لتكن كل من 

Kkh يوجد عنصر وحيد مثل ∋Kk و ∋Hhكان لكل    K  ∈ k,k1 ,k2 لكلأن بحيث ∋
H, ∈ h, h1,h2  

)  i   ( kke =  ،   )ii (k1h2h
)k1h

(2h
=  ،  )iii ( 2kh

1kh = )2k1k(h  
  

 Kأي اعتبـار  ) iii( الـشرط  إهمـال  ، وعنـد  H - زمرة K بالرمز  Kعندئذ سنرمز للزمرة 
   .K يساري على المجموعة  H فعل الزمرة أنمجموعة نقول 
 -H   لزمرة على زمرة، كما يمكن عد كل زمـرة  الأيمنعرف الفعل الزمرتي  بصورة مماثلة ن

 و ∋Hh لكـل   =hkh k−1  يسرى والعكس بالعكس وذلك وفـق القاعـدة  -Hيمنى هي زمرة
Kk∈.  

 

  . ف الوارد في المقدمةوالتعري) 1-2(المبرهنة التالية تظهر الربط يبن التعريف 
  

     ] 10  [:2-2مبرهنة
)i ( لتكنK زمرة H-  فان لكل ،H ∈hيوجد تطبيق  KK →:hρ معرف بالقاعدة  :  

kk h
h =)(ρ   Kk∈∀  

AutkH   لك التطبيـق وهذا التطبيق هو تـشاكل تقـابلي كـذ    →:ρ     المعـرف بالقاعـدة 

h)h( ρ=ρ لكل Hh∈   هو تشاكل ويسمى التمثيل التشاكلي التقابلي للزمـرة H   المقتـرن 
  ). K على الزمرةHفعل الزمرة  ( هو اختصارρبالفعل 

)ii(    لتكن كل منKو  H  زمرة وليكن AutKH: →γ تشاكلا، فان للزمرة  H  فعلا علـى 
k))(h((kh( :   معرفا بالقاعدة   ) -H هي زمرةK )Kالزمرة  γ= لكل  Kk,Hh ∈∈∀ 

   .γوالفعل المقترن هو 
                                                            [10] نفس أسلوب البرهان في  -:البرهان

  

Group actions on groups  
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  :2-3ملاحظة 
 يـسمى   K  على زمـرة  H  زمرة، يوجد على الأقل فعل واحد للزمرة  K و   Hلتكن كل من 
kkh:  معرف بالقاعدة  (Trivial Action)الفعل التافه    . ∋Kk و ∋Hh لكل =

 كون الفعل التافه هو الفعل الوحيد لزمرة علـى      إلىالقضية التالية تعطينا احد الشروط التي تؤدي        
  .زمرة

  ):2-4(قضية 
 علـى زمـرة     p  فان الفعل الوحيد لزمرة مرتبتهـا         〈qp أن بحيث   نأولين  ي عدد q و   pليكن  

  .  هو الفعل التافه qمرتبتها 
  :البرهان

1qAutKلذا فان .  زمرة دوارةفإنها  q زمرة مرتبتها  Kلتكن  −=.   
kK أنلنفرض .  زمرة دوارةفإنها pزمرة مرتبتها  Hلتكن  hH و = =.  
AutKHليكن  →:ρ فعلا للزمرة H  على الزمرة K  .لذا فانρ   تشاكل من الزمـرة H  
AutK1qqpH ولكـن    AutK الزمرة   إلى لـذا فـإن    .  غيـر متبـاين    ρفـان   . =〈〈−=

{ }Hker e≠ρ.   
 عـدد   H مرتبة    لان Hρker=  يكون أن فانه يجب    H زمرة جزئية من الزمرة      ρ ker ولكن
exxلذا فانه . أولي ρρρ == kke(k)eρ(k)hρkhومنها . ∋Hx لكل )( ====  

ــه  ــذا فان rkrskrksh وهك == ــل   )()1( ــث ,zrs∋+لك qr أنحي ــل 0≥≥  لك
ps ≤≤0.  

  .                                  هو الفعل التافه فقط K على الزمرة  Hالزمرة  فعل أن ومنها نستنتج 
 والتعـدي   (orbits) الزمـر المـدارات   أفعـال  فـي نظريـة   الأساسيةمن المفاهيم 

(transitivity) .   فعـل  أن وسـنلاحظ  أيـضا  المهمة الأفعال المنتظمة هي من   الأفعالكذلك فان 
  . كانت كلتا الزمرتين مكونة من العنصر المحايد فقطإذا وفقط إذازمرة على زمرة يكون منتظما 

  

  ]7[: 2-5 تعريف
 K الزمرتـي علـى   Hفعـل   ( transitive H-group تسمى متعدية فأنها  -H  زمرة Kلتكن 
Hhيوجد   K∈ k1 ,k2  وان لأيϕ≠K كانت إذا) متعديا 21  أن بحيث ∋ kkh =.   
Kkليكن  Hh:kh{ فإن المجموعة ∋ ∈{[ ]=k تسمى مدار k    وسوف نرمـز لمجموعـة 

[K]1 فقط إذا كان إذا متعدية  -H هي زمرة Kلذا فان . [K] بالرمز Kمدارات  = .  
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   فانH-  زمرة  Kلتكن  :2-6قضية مساعدة 
)i (eeh )Hh∈   ،    )ii(  )1(1) لكل = −=− khkh  لكلHh Kk و ∋ ∈.  

-:البرهان  
)i    ( ليكنAutKH: →ρ هو فعل الزمرة H- لزمرة  على اK معرف بالقاعدة :  

hρ(h)ρ Hh لكل = ∈  

KK:hρ حيث  kh(k) هو تشاكل تقابلي معرف بالقاعدة → =hρ لكل Kk ∈.   

e(e)hρولكن . eh(e)=hρلذا فان  eeh أن تشاكل وهذا معناه hρ   لكون = =   
)ii (h(kk-1) = h(e)=e    =− )1(khk)h( لكل Kk∈ و  Hh ∈   

                          1 = h(k-1)-(hk)لذا فانه  . h(k-1) (hk) = h(k-1k) = h(e) =eوكذلك 
  - :2-7قضية مساعدة 

   فإن-H زمرة Kلتكن 
)i ({e}   [ ] =e   
)ii  ([ ]ke∈  كان إذا وفقط إذا ek =   

   مباشر-:البرهان
  ]10[ :2-8تعريف
:kkhH{قــال للمجموعــة  ي∋Kk ولــيكن -H زمــرة  Kلــتكن  =∈(k)={hstab

H
 

  . kبالمجموعة المثبتة للعنصر 
  

  ]7[ : 2-9تعريف
)  هو فعل حـر K الزمرتي على H فعل أو ((free H-group) حرة  -H هي زمرة K أننقول 

stab {e}=(k)عندما يكون
H

Kkلكل   ∈  
  

  ]7[ :2-10تعريف  
 كان هذا الفعل متعـديا  إذا  (Regular) يسمى فعلا منتظما  K على الزمرة  H فعل الزمرة إن

  .وحرا
  : 2-11قضية 

    H={e} و  K={e}  وفقط إذا كانتإذا يكون منتظما  K على الزمرة  Hفعل الزمرة 
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   :البرهان
  .ا الفعل متعد وحرلذا فان هذ.ا منتظمK على الزمرة Hليكن فعل الزمرة 

ek أن بحيث ∋Kkلذا فانه يوجد على الأقل عنصر مثل . K ≠{e}أنلنفرض  ≠.   
] أنبما  ]ke∉ فان [ ] [ ]ke . K={e} يكون أنلذا يجب . متعدية K وهذا يناقض فرضية كون ≠
) ولكون الفعل حرا فانه والآن ) { }ek =  stab

H
  ∋Kk   لكل

} أن لنفرض  }eH Hh يوجد عنصر مثل ه لذا فان≠ eh أن حيث ∋ ≠  .   

eeh لكون  (e)إن  ف=
H

stabh∈ أن إلى وهذا يؤدي }{(e)stab
H

e≠.  

  . فعلا حرا K على الزمرة  Hوهذا مناقض لكون فعل الزمرة 
} يكون أنلذا فانه يجب  }eH =.  

} أن نفرض   الآن }eK } و   = }eH  H، ومنها فعـل     تعد وحر  هو م  K على   H لذا فان فعل     =
  .                                                               منتظم Kعلى 

  

                                 المقاسات التصالبية -3
 إذ العديـد مـن العلمـاء والبـاحثين          حظي مفهـوم المقاسـات التـصالبية باهتمـام        

 دراسة هذا المفهوم، ودرس بعدها من قبل إلىتطرق  من أوائل من  J.H.Whitehead   [2]يعد
 K.J.Norriv, R.Brown   [3][4][9] كما في وآخرين.  

  

  ]3[ -:3-1تعريف
):P)M المقاس التصالبي  →µ= )يرمز له بالرمزأحيانا  ),P,M( µيتكون من التـشاكل  و

PMالزمري  →:µمن للزمرة  مع فعل ايP  على الزمرة M نا بحيث يتحقق الشرط:  
μ(m)p1p)pμ(m −= (CM1):  

mn1n(n) −=µm (CM2):   
Mn,m,Ppلكل  ∈∈  

  

  : (3-2)أمثلة
 للمقاسـات التـصالبية ونجـدها فـي         الأساسـية  الجبريـة    الأمثلـة  بعض   أتي فيما ي   
  . [2][3][4]المصادر

Crossed  Modules   
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:)P)M0 وليكن   -P هي زمرة    M الابدالية   لتكن الزمرة  1-  هـو التـشاكل     0 حيـث     =→
e0(m) : الصفري المعرف بالقاعدة  مقاس تصالبي يدعى بالمقـاس   M فإن ∋Mm  لكل =

  .التصالبي الصفري
  -:عل الاقتراني  بالف -P زمرة   M ولتكن  P زمرة جزئية سوية في  Mلتكن 2- 

mp1ppm MmP,p     لكل =− ∈∈  
P)M:(iفإن التطبيق الاحتوائي    . هو مقاس تصالبي يدعى بالمقاس التصالبي الأقتراني =→

MM:m زمرة و  Mلتكن -3 →ρ تشاكلا تقابليا ذاتيا داخليا حيث   
1mtm(t)m −=ρ لكل Mtm, ∈.  

:Aut(M)Mوليكن التشاكل  →µبالقاعدة ا معرف mρµ =(m) لكل Mm∈ .   
  :  بالقاعدةا معرفM على الزمرة Aut(M)وليكن فعل الزمرة 

mt1t)(
tm −== mtρ

ρ  لكل  . Mtm,     فإن ∋

Aut(M))M:( →= µ   
  .هو مقاس تصالبي يدعى بالمقاس التصالبي الداخلي

   :3-3قضية 
P)M:(μلتكن ):M)P  تشاكل تقالبي فإن µ  مقاسا تصالبيا وان    =→ 1 →= −µ  هـو 
)()(  :ي بالفعل المعرف بالقاعدة تصالبمقاس 1 mpmpm µµ PpM,m لكل =− ∈∈.  

  :البرهان
بالفعل المعرف أعلاه -M   هي زمرة P.  تشاكل تقالبيأيضاهو 1µ-تشاكل تقالبي فان  µ بما ان
   :لأنه

(i) pepe(e)(e)p(e))p1(eeP ===−= µµµµ        

(ii)    221 m))1(m)p1
1(m(m)m(p µµ −=    

                           )2(m)1(m)p1
1(m)1

2(m µµµµ −−=   
=−=−−= )2m1(m)p1)2m1((m)2m1(m)P1

1m1
2(m µµµµ )( 21p mm                

                  

     

(m)p)p(m)p(p 21
1m

21 µµ −=         
 (m)))p(m(m))()p(m( 2

1
1

1 µµµµ −−=   mpmp 21=                        
  

(iii) 
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  كذلك شرطا المقاس التصالبي 
(CM1) 







 −−=− (m)(n))1(m1)m(n))((1: µµµµµµ 






 −−= nm)1(m1 µµ   

                                        (n))m(11mnm1m µµ −−=−=  

))1(p1(p)1))1(p1((
)1(p1

p:(CM2) −=−−=
−

µµµµ
µ  

                             1pp1
1p))1(p1(  ))p1

1(p1( −=−−−= µµµµ  
                                                                       Ppp,M,m 1 ∈∈     لكل  

  µ بحيث ان نواة  P على الزمرة M تشاكل شامل من الزمرة  µعندما يكون لدينا 
لتعريـف فعـل    µ عند اسـتخدام  ا تصالبيا مقاس µ جعل بالإمكان فأن Mمحتواة في مركز 

  -:يةالآت كما في القضية  M على الزمرة  Pللزمرة 
   -:4-3قضية
PM  ليكن →:µ   تشاكلا شاملا بحيث انcent M ⊆ µker  فإنP):( →= Mµ   

  .هو تشاكل تصالبي
  

-:البرهان  
Mpm يوجد ∋Pp شامل فانه لكل μبما ان  p(mp(    بحيث ∋ µ=.  

  .  بالفعل المعرف بالقاعدة -P هي زمرة µيمكن ان نبرهن على ان 
Pp,m ∈∈∀ M  )p(m)(m )p1-m(

)(m
mpm p ==

µ   
  . ان الفعل معرف تعريفا حسناإثباتمن الضروري  : ييأتوذلك كما 

1(mr(m)2(ليكن  µµ     فان==
µ  (m1)= µ  (m2) ⇒ µ  (m2)( µ  (m1)-1) = e  ⇒  µ  (m2) µ  (m1

-1)   = e 
                           ⇒ µ  (m2 m1

-1) = e ⇒ m2m1
-1 ∈ker µ  

  كذلك 
  

 (i)   mr   =  m1
-1mm1 =  m2

-1 m m2  
        m =  (m2 m1

-1) m(m2 m1
-1) =  m(m2 m1

-1)-1 (m2 m1
-1) =  m 

m2m1
-1∈ker µ  ⊆ cent (M)   لأن  

(ii)  me =  m )eμ(m =  emmem 1− =  me
-1 me m = m      

    Mm∈∀      me∈ker µ  ⊆ cent ( M )  
µ  (m1), µ  (m2)∈P ,  m∈M لكل   
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 (iii)  )μ(m)1mm1
1(m)μ(m))μ(m(m 221 −=  

                                    =  m2
-1 (m1

-1 mm1)m2 =  (m2 m1)-1 m(m1m2) 
                                     =  m )( 21mmµ  =  m )()( 21 mm µµ  

µ  (n) ∈P ,m1,m2 ∈Mلكل  
(iv) (m1m2) µ (m) =  m-1(m1m2) =  (m-1m1m) (m-1m2m)        

                      =  m1
µ  (m) m2

µ (m)  
   .  -P هي زمرة  Mلذا فأن 

Μ موديول تصالبي =  ( µ :M →  P ( انلإثبات   
(CM1): µ  (mp) = µ  (mP

m)= µ (mp
-1m mp) 

                        =  ( µ  (mp))-1 µ (m) M(mp) 
                        =  p-1 µ (m)p 
(CM2): mμ(n)  =  n-1 mn  

 p ∈P, m,n ∈M    لكل 
  

                      التشاكلات التصالبية-4
 أخـر ت التصالبية مع مفهـوم    والمقاسا  الزمر على الزمر   أفعالربطنا بين    في هذا البند  

  .وهو التشاكلات التصالبية
  ]5[ -:4-1 تعريف
:KH فن التطبيق  -H زمرة Kلتكن  →fكانإذا ا تصالبي يسمى تشاكلا   

f(xy) =f(x) x (f(y))لكل   H∈ x,y  
 

  -:4-2قضية 
KH:f وان  -H زمرة  Kلتكن   : تشاكل فإن→

) i( fإذا كان فعل الزمرة  تشاكل تصالبي H  على الزمرة K هو الفعل التافه فأن .  
) ii (كان إذا f فإن فعل الزمرة  شاملاا تصالبي تشاكلا H  على الزمرة K هو الفعل التافه .  

  :البرهان
)i ( ليكن فعل الزمرةH  على الزمرة K افه، فانه  هو الفعل الت  

.تشاكل تصالبي  f لذا فان  x,y ∈H  لكل f(xy) =  f(x) f(y) = f(x) x  (f(y)) 
)ii ( ليكنf فانه لكل عنصر  شاملاا تصالبي تشاكلا ،K ∈k  يوجد عنصر مثل H ∈y   

   ا تصالبي تشاكلا f ولكون  f(x) f(y)= f(xy)   فان تشاكلا fلكون  .k= f(y) بحيث ان 
   f(x) x (f(y))  =  f(x) f(y)     لذا فان   f(xy) = f(x) x  (f(y))فان 

Crossed Homomorphisms  
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  .xk  = k انه إلى،  وهذا يؤدي x(f(y)) = f(y)ومنها 
  .                  و الفعل التافه  K على  Hأي ان فعل 

 

   -:4-3قضية 
  : معرفا بالقاعدةK x H→ f0:H : تشاكلا تصالبيا وليكن التطبيقK→ f:Hليكن 

 f0(x) = (f(x), x)  لكل  H∈x   . فان f0  تشاكل متباين.  
  

  :البرهان
f0 (xy) = (f (xy), xy) =  (f(x) x (f(y)) , xy )                                              (i) 

 = (f(x),x)(f(y),y) = f0 (x)f0(y)                                             
Hy,xلكل  ∈ 

  .تشاكل  f0لذا فان 
(ii) ليكن   Hy,x    (f(y),y)=(f(x),x) فإن   f0 (x) = f0(y)  بحيث ان ∋

  . متباينf0 ومنها    x=yلذا فإن 
  

   -:4-4قضية 
  . شاملا fO كان إذا  فأنه شامل تشاكلاK→f:H  كانإذا

  عنصر مثلالأقل  يوجد على K x H من (k,h) فانه لكل عنصر  شامل fO  بما ان -:البرهان
Hx   .f(x)=k لذا فأن fO(x) = (f(x),x) ، ولكن fO(x) = (k,h) بحيث ان   ∋

  .                                             شاملfأي انه 
  -:4-5تعريف 
:HHK تعرف التطبيق  -H زمرة  K  لتكن  →×µ  بالقاعدة (k,h)=hµ  
Kk,Hh  لكل ∈∈.  

  

    :4-6قضية
)i(  التطبيقµ هو تشاكل شامل  

)ii( µ إذا وفقط إذامتباين K={eK}.    
  

  -:البرهان
(i) μ  ((k1,h1) (k2,h2) = μ  (k1 

h1 k2,h1h2 ) = h1h2                                                                                                  
                            =μ  (k1,h1) μ  (k2,h2)      

   (k1,h1),(k2,h2)∈k xH لكل   
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  . تشاكلµلذا فإن
Hhليكن    شامل μلذا فإن h μ=(e,h)  فإن ∋

)ii (ليكنμ نفرض ان. ا متباينKk    μ (k,eH) = µ( eK,eH )  فإن   ∋
   . K = { eK } وهذا معناه k = eK متباين ومنها μ لأن (eK, eH )= (k, eH).لذا فإن 

  .  h1=h2 فإن   μ (eK,h1) = µ (eK,h2) نفرض ان  . K={ eK }وبالعكس ليكن 
  . متباين μ، فإن(eK,h2 )=(eK,h1) لذا فإن 
   :7-4مبرهنة 

KH:fلتكن  H0 ا تصالبي تشاكلا→ if =µ o حيث h)h(iH Hh لكل = ∈   
  :البرهان

Hhلكل  ∈   
)h(ih)h),h(f())h(f()h)(f( H00 ==µ=µ=µ o  

H0لذا فان  if =µ o.  
  : 8-4مبرهنة
KH:f مجموعة التشاكلات المتصالبة Aلتكن  :HKH مجموعة التشاكلات B و → ×→α 

))(h)hبحيث ان  =αµ o  لكلHh BA فان ∋ =.  
  :البرهان

BA:Fنعرف التطبيق  0f)f(F بالقاعدة → Af لكل = ∈   
)i (  ليكن)f(F)f(F    فان f,f'حيث ان  ='

'''

'
0

'
00

'

ff)h(f)h(f)h),h(f()h),h(f(

Hh)h(f)h(fff)f(F)f(F

===⇒=⇒

∈∀==⇒=⇒=  

  . متباينfلذا فان 
)ii (   ليكنB∈α   وليكن )h,k()h( 11=α   111 فان h)h,k())h(()h)(( =µ=αµ=αµ o  ولكن

h)h)(( =αµ o لذا فان hh1 )h,k()h(أي انه . = 1=α لكل Hh ∈.  
KH:fليكن  )h),h(f()h( تطبيقا يحقق الشروط → =α لكل Hh ∈  
Afفان  Hy,xلكل )  تشاكل تصالبيf أي ان (∋ ∈   

)f (         HK)xy),xy(f()y,xتعريف ( ×∈=α  
)αتشاكل  (                      

)xy)),y(f())x(f(HK)y),y(f)(x),x(f(

)y()x()y,x(
x=×∈=

αα=α  
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)xy),y(f())x(f()xy),xy(f(لذا فان  x= ومنها ))y(f())x(f()xy(f x= لكل Hy,x   كذلك ∋

Hh)h()h),h(f()h(f0 ∈∀α==  0فانf=α ومنها α== 0f)f(F  لذا فانFوهكذا .  شامل
BAأي انه .  تقابلFفان  =.  

 حصلنا عليها في مقابلـة كـل تـشاكل          A,Bمما سبق نلاحظ ان علاقة التقابل بين المجموعتين         
KH:f. تصالبي HKH:f0 مع تشاكل → ×→.  
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