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ABSTRACT 
Let G be a k0-connected graph ,and let )v,u(dw , 0kw1 ≤≤ ,be the w- 

width, distance between the two vertices  u,v  in G. The w-Wiener 
polynomial  of the width distance of G is defined by:  
 

 
             

    
Ww(G;x) is obtained in this paper for  some special graphs G such as 

a cycle , a wheel, a theta graph , a straight hexagonal chain , and Wagner 
graph .The diameter with respect to the width distance – w, and the Wiener 
index for each such special graphs are also obtained in this paper. 

  
  الملخص

0kw1 وأن k0 اتصالهعامل   بيانا متصلاGًليكن  v,u(d(، وأن ≥≥ w هي المسافة
 نسبة للمسافة w–تُعرف متعددة حدود وينر  . G في vوu بين الرأسين w   -العرضية
   على أنها w-العرضية
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 بيانا خاصا كالدارة،والعجلة، وبيان G عندما يكون  Ww(G;x)تضمن هذا البحث إيجاد   
إلى ضمن البحث إيجاد القطر بالنسبة كما ت. ،وبيان سلسلة سداسية مستقيمة ، وبيان واكنر θثيتا
  . وإيجاد دليل وينر لكل من هذه البيانات الخاصة w–مســافــة العرضية ال

  

                Introduction  قـــدمةالم.1
ات الاتصال الداخلي المتوازي فقد أصبح ويد شبكات الحاسوب ذيبسبب تطور فن تش

  . [8] مفهوم المسافة باتجاه معين لأعمامير هنالك توجه كب
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 على أنها مجموعة v وuحاوية ، تعرف G أي رأسين في بيان متصل v وuليكن 
  .C(u,v)لها  ، ويرمز v وuتصل بين التي وب منفصلة داخليا رد

  ويرمز لهC(u,v) في u-vوب ر على أنه عدد الدC(u,v) الحاوية (width)عرضيعرف 
w(C(u,v))أي أن ،  

),()),(( vuCvuCw =  
 على أنه الطول لأطول درب في الحاوية ويرمز له C(u,v)طول الحاوية كما يعرف 

))v,u(C(l . وأخيرا لأجل عدد صحيح موجبw أوالمسافة العرضية نعرف )المسافة-w( بين 
   على أنها G [8] في بيان v وuرأسين 

)),((min),(
),(

vuCGvud
vuCw l=        …..(1.1) 

وعندما لا يكون هناك . w ذات العرض C(u,v)حيث أن الأصغر يؤخذ على كل الحاويات 
  .v,u(dw( بـv وuالتباس فسوف نعبر عن المسافة العرضية بين 

1w يكون عندما الواضح أنهنم  u تصبح المسافة الاعتيادية بين w-ن المسافةاف =
2w عندما w-في بحثنا سنحاول دراسة المسافةو .vو نه عامل ا فw لـالأعلى أما الحد ≤

0kw1أي أن. Gللبيان  0k  [3,4]الاتصال  من دراستنا w=1، وسوف نستبعد حالة كون ≥≥
0kwأما لو كانت . [6,8]  تمثل المسافة الاعتيادية والتي لها دراسات كثيرة ومتقدمةلأنها > 

1wعندما .  غير معرفةد تعv,u(dw(ن المسافة اف ن ولا تلفي مخv وu فسوف نأخذ الرأسين ≠
  .u =vنأخذ حالة كون 
 G(wδ(  بـ أو اختصاراdiamw)G(  بـوالذي يرمز لهG لبيان  w- القطريعرف

  : أي أنG قي w- العرضية بأنه أكبر المسافاتwδأو
),(max)(

)(,
GvudG wGVvuw ∈

=δ                                                            …..(1.2) 

)()(واضح أن  GGw δδ ≥  
  : أيG في البيان w-فهو مجموع المسافات العرضية w-دليل وينرأما 
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متعددة حدود  فعرن d [6]مسافة الاعتيادية  نسبة لدالة ال لمتعددة حدود وينروأعماما
  : كالأتيwdنسبة لدالة المسافة العرضية  w- وينر
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),( كانفإذا kGCw العرضية المسافة تساويالمرتبة للرؤوس التي يمثل عدد الأزواج غير -w 
  : فأنkبينها 

∑
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),();(                                                          …..(1.5) 

2wلأنه عندما يكون    .2 لا تقل عن w-ن المسافةا ف≤
  من الواضح أن
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dGW
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 على عدد الأزواج w- بأنه حاصل قسمة دليل وينرw-معدل المسافة العرضيةيعرف 

غير المرتبة للرؤوس المختلفة وهو
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 التي G يمثل عدد رؤوس k,G,v(Cw( ولنفرض أن G رأسا في بيان متصل vليكن 
2k إذ أن v عن الرأس k تساوي w- عرضيةكل منها تبعد بمسافة 2w و≤ ≥.  

  واضح أن
∑
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Vv

ww kGCkGvC ),(2),,(                                                        …..(1.8) 

wkلكل  δ≤≤2  
   بـvلرأس إلى ابالنسبة  w-متعددة حدود وينروتعرف 
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    [1] نستنتج أن(1.9) و(1.8) و(1.5)من 
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 ،k كان لكـل     إذا w-منتظم نسبة للمسافة العرضية    أنه   G يقال لبيان متصل     :تعريف
)k,G,v(Cw له القيمة نفسها لكل رأس  v فيG .    أي أن عدد الرؤوس التـي تبعـد بمـسافة

  .G في vكل إلى   بة ھو نفسھ بالنسv عن الرأس k قیمتھا w-عرضیة
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  Kpلكل من البيان التام w- ودليل وينرw-يمكن الحصول على متعددات حدود وينر 
  :أدناه كما هو مذكور Kr,sوالثنائي التجزئة التام 

12,)1(
2
1);( 2 −≤≤−= pwxppxKW pw ,                     …..(1.11)  

  وعندئذ يكون
)1()( −= ppKW pw                  …..(1.12) 
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rsssrrKW srw 3)1()1()( , +−+−=                          …..(1.14) 








 +
=

2
)()( ,,

sr
KWK srwsrwµ  

  :pCالدارة . 2
 أي  v و uفـإذا كـان     . w=2 وبذلك فان    2 هو   pCمن الواضح أن عامل الاتصال للدارة     

. pن داخليا ومجموع طوليهما هـو  يلي منفص v و u فان هناك دربين بين      pCين مختلفين في  رأس
),( أو d(u,v) يكون إما C(u,v)لذلك فان طول الحاوية  vudp   :أيهما أكبر أي أن−

 

2d (u, v) max{d(u, v) , p d(u,v)}= −
  

 وبما أن 





≤≤

2
),(1 pvud  

2),(),(                                                                   فان vudpvud −=  
kpvud بحيث أن   {u,v} من أزواج الرؤوس     p فان هنالك    d(u,v)=kفعندما يكون    −=),(2 

لقيم  



=

2
,...,3,2,1 pk     باستثناء حالة كون p           عددا زوجيـا فـان عـدد الأزواج للمـسافة 

2
),(2

pvud  هو =
2
p. 

2);(مما تقدم نستنتج متعددة حدود وينر  xCW pكما في المبرهنة الآتية :  
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3p  لكل :2.1مبرهنة    :  لدينا≤


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
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odd is p when  , )...(
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2);(باستخراج مشتقة    xCW p   عندما x=1   2)( وينر  نحصل على دليل pCW وبالقسمة

على




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
2
p 2)( نحصل على معدل المسافة العرضية pCµكما هو مدون في النتيجة الآتية :  

  

  : لديناp≤3لكل : 2.2نتيجة  
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 odd is p  when;8/)13)(1(
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odd is p when ;4/)13(

)(2 pp
p
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 :pWالعجلة .3

1pCواضح أن العجلة تتكون من دارة    1pC متجاور مع كل رؤوس pv مع رأس−  كمـا . −
، بفـرض أن    pW هنالك ثلاثة دروب منفصلة داخليا بين كل رأسين مختلفين مـن رؤوس              أن
5p  . w =3 ومن ثم نجد متعددة الحدود لحالة كون w =2لذلك فسوف  نعالج حالة كون . ≤

)a (   2نفرض أنw 1pC مختلفين من رؤوس   jv و iv ونأخذ رأسين  =  فنجـد أن هنالـك      −
)v,v,v(دربا jpi ودربـا آخـر منفـصلا عنـه بطـول        ٢ول   بط )Cv,v(d 1pji فـإذا  . −
W(Evv(كان pji   فان∌

)Cv,v(d)v,v(d 1pjiji2 −=       …..(3.1) 
  متجاورين فانjv وivوإذا كان 

2)v,v(d ji2 =           …..(3.2) 
 فضلا عن ذلك، فان

2)v,v(d pi2 =         …..(3.3) 

1pC من رؤوسivلكل رأس − 

  :وعليه مما تقدم نستنتج أن
)1x)(1p()x;C(Wx)1p(2)x;W(W 1p

2
p2 +−−+−= −                    …..(3.4) 
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)b (3نفرض أنw 1pC في uوواضح أن هنالك لكل رأس . = v,u(C( حاوية− p تتكون من 
   مع درب بطول واحد وعليه فان2دربين بطول 

)C(Vu,2)v,u(d 1pp3 −∈=                                                          …..(3.5) 

C(V( من jv وivوالآن نأخذ رأسين مختلفين 1p−
v,v(C( فنلاحظ أن الحاوية  ji المكونة 

jpiمن ثلاثة دروب هي  v,v,vمع دربي ji vv 1pC في الدارة−   وبذلك. −
)Cv,v(d)v,v(d 1pji2ji3 −=       …..(3.6) 

 : أن(3.6) و(3.5)وكذلك نستنتج من 
)x;C(Wx)1p()x;W(W 1p2

2
p3 −+−=      …..(3.7) 

  :  نحصل على المبرهنة الآتية2.1ومبرهنة [6]   وأخيرا باستخدام

   :3.1مبرهنة

)a(  8لأجلp   : فان≤
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 p is evenwhen ; )x...xx)(1p(
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2w في حالة كون:3.2ملاحظة 7p5و = x;W(W( فان متعددات الحدود ≥≥ p2هي :  
,x10)x;W(W 2

52 =  
,x15)x;W(W 2

62 =  
,x3x18)x;W(W 32

72 +=  

W(W(ولأجل إيجاد    p2 و )W(W p3   نأخذ مشتقة)x;W(W p2 و  )x;W(W p3  المعطاة 
  :فنحصل على. x =1 عندما 3.1في مبرهنة 
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  :3.3نتيجة

)a ( 8لأجلp   : فان لدينا≤
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 )b (5لأجلp   : فأن لدينا≤
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odd is p when;8/)23p10p3)(1p(
even is p  when;8/)24p10p3)(1p(
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2

2

p3

  

)W( من السهل إيجاد معدل المسافة العرضية      pwµ   بالقسمة على  



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
2
p    وباسـتخدام 

  :وهو3.3نتيجة
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   θ: Theta Graph)(بيان ثيتا.4
 2w و1w  بأنه بيان مكون من دارة زوجية مع حافة تصل رأسينtθيعرف بيان: 4.1تعريف

tθ،1t وبذلك فان ٤,١متقابلين فيها، كما مبين في الشكل 2tC، يتكون من دارتين ≤ 2tC و+ +′ 
2tCوسوف نرمز لرؤوس . 21wwكل منهما تحتوي الحافة 2t211 بالترتيب+ w,u...,u,u,w 

2tCولرؤوس  2t211 بالترتيب ′+ w,v...,v,v,w.  
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  tθبيان4.1 الشكل 
   أنالواضحمن 

3t2)(q,)1t(2)(p tt +=θ+=θ  

2w، وبذلك فان لدينا ٢ لنا أن عامل الاتصال يساوي  يتبين٤,١من ملاحظة الشكلو   .فقط =
   لأن2t هو 2-الواضح أن القطر للمسافة العرضيةومن 

t2)v,u(d)v,u(ddiam 112tt2t2 ===θ  

C(VV(  نفـرض أن   2-لأجل إيجاد متعددة حدود وينـر للمـسافة العرضـية          2t1  و  =+
)C(VV 2t2 +′=.  

1Vu,uكانإذا  u,u(C(، فان الحاوية ′∋ 2tCضمن الدارة  الصغرى تكون ′ ، وهذا يعني +
  :هي′u وu للرأسين2-أن المسافة العرضية

)Cu,u(d)u,u(d 2t2t2 +′=θ′  

  : هي1V الرؤوس فيوعليه فان متعددة الحدود لأزواج
)x;C(Wx 2t2

Vu,u

)u,u(d

1

2
+

∈′

′ =∑        …..(4.1) 

  : هي2Vوبالمثل فان متعددة الحدود لأزواج الرؤوس في 
  

1jv +

1w

jv

2v
1tv −

tv

1iu − 1iu +iu

2u

1u

2w

1jv −

1v

tu
1tu −

2tC +

  

2tC +′
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)x;C(W)x;C(Wx 2t22t2
Vv,v

)v,v(d

2

2
++

∈′

′ =′=∑                                        …..(4.2) 

 : بينهما والتي هي2- يجب إيجاد المسافة العرضية2w و1wوبسبب تكرار الرأسين
1t)w,w(d t212 +=θ  

v,u(d(يبقى إيجاد المسافات  و ji2  حيث أن t,...,2,1j,i v,u(C( إن الحاوية  = ji 
}v,u{ للزوج2-ةأي التي طولها يساوي المسافة العرضي (ذات أقل طول     ji( تتكون من الدربين 

  :الآتيين
j211122i1ii1 v,...,v,v,w,u,u,...,u,u,u:P −− 

j1tt2t1t2i1ii2 v,...,v,v,w,u,u,...,u,u,u:P −−++  
  من الواضح أن

ji)P( 1 +=l 
  وأن

  
)P()P( التي تجعل  j و iوالآن نجد قيم     21 ll  ومن ثـم نجـد القـيم التـي تجعـل                 ≥

)P()P( 21 ll >.  
)P()P(فإذا كان  21 ll   ، أي≥

2jit2ji +−−≤+                                                                         …..(4.3) 
P()v,u(d(التي تجعل j بدلالة iهذه العلاقة تعطي قيم  2ji2 l=.  

  ومنها نحصل على
2j2t2i2 +−≤   

1jti +−≤⇒         …..(4.4)  
1jti1 +−≤≤⇒  

P()v,u(d( التي لا تحقق هذه المتباينة يكون فيها  i قيم إن 1ji2 l=.  
  : نحصل على(2.3.4)ومما تقدم وبالاعتماد على المتباينة 

∑∑∑
+−=

+
+−

=

+−−

=

+=
t

2jti

ji
1jt

1i

2jit2
t

1i

)v,u(d xxx ji2      …..(4.5) 

ti1 و iu نسبة إلى الرؤوس   jvهذه الصيغة للرأس    التي تحقق هذه الصيغة هـي       j ،وقيم   ≥≥
tj2 iu،ti1 مع الرؤوس  1vفيما يتعلق بالرأس    أما  . ≥≥  ، فان متعددة الحدود الناتجـة     ≥≥

}v,u{لكل الأزواج 1i،ti1    تكون≥≥

2jit2)P( 2 +−−=l
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1it2
t

1i

)u,v(d xx i12        …..(4.6) 

  ).4.1لاحظ الشكل  (
tj2 لقيم (4.5)وبأخذ المجموع للعلاقة      نحصل على(4.6) وجمعها مع العلاقة ≥≥

∑∑∑ ∑∑∑
=

+−

+−=

+

=

+−

=

+−−

= =

++=
t

1i

1it2
t

2jti

ji
t

2j

1jt

1i

2jit2
t

1j

t

1i

)v,u(d x)xx(x ji2    …..(4.7) 

  :راء التبسيط الجبري على هذه العلاقة نحصل على الصيغة الآتيةوعند إج

∑∑∑∑
=

+−
−

=

++

= =

+−−+=
t

1i

1it2
2t

0k

k2t1t
t

1j

t

1i

)v,u(d xx)1kt()xx(x ji2    …..(4.8) 

1txوطرح (4.8)  مع العلاقة(4.2) و(4.1) تينوبجمع العلاق ، نحصل على متعددة حدود وينر +
  : برهنة الآتية وكما هي في المtθلبيان 2-للمسافة العرضية

  

2tعندما تكون :4.2مبرهنة    فان≤

∑

∑

=

+−

−

=

+++
+

+

−−++−=θ

t

1i

1it2

2t

0k

k2t1t1t
2t2t2

x

x)1kt()xx(x)x;C(W2)x;(W
 

  حيث أن











+++

+

=

∑

∑
+

+=

+

+

+=
+

evenistwhen,x)2t(x)12/t(

oddistwhen,x)2t(
)x;C(W

1t

22/tk

k12/t

1t

2/)3t(k

k

2t2  

                                                                                    # 
x;(W(وبأخذ مشتقة t2 θ عندماx=1النتائج نحصل على وتبسيط :  

  
   هوtθ لبيان2- دليل وينر للمسافة العرضية:4.3نتيجة

  







+++

+++
=θ

oddistwhen,2/3)47t54t25)(12/t(
evenistwhen,1)44t54t25)(12/t(

)(W
2

2

t2  

                                                                           
  



  ... w-متعددات حدود وينر
  

  

  ١١٣

   A graph of straight hexagonal chain:  سداسية مستقيمة سلسلةبيان.5
في استخدام البيانات لتمثيل جزئيات مركبات الكربوهيدرات نصادف أنظمـة سداسـية        

  وقد كانت هنالك دراسة لـدليل وينـر لهـذه     . بأسلوب معين   البعض الحلقات متصلة مع بعضها   
سداسـية   هذه البيانات يسمى بيان سلـسلة     ن   وفي هذا البند ندرس نوعا معينا م       [5,7].البيانات  
  .مستقيمة
 من الحلقات السداسية كل منهـا  m يتكون البيان لسلسلة سداسية مستقيمة من عدد  :5.1تعريـف 

 على إعتبار أن   (يشترك مع الحلقة التي تليها بحافة واحدة بحيث أن الخط الواصل بين مراكزها            
إذ أن 5.1الشكلقيما كما هو مبين في يكون مست) جميع الحلقات مضلعات سدسية منتظمة ومتطابقة

 ـ   . ة بمضلع سداسي منتظم   كل حلقة ممثل    وسـوف نرمـز للحلقـات       mGونرمز لهذا البيان بـ
m21بـ H,...,H,H.   
  

    
       

  
  
  

 

  بيان سلسلة سداسية مستقيمة5.1الشكل
 

1m5)G(qواضح أن  m 2m4)G(p و=+ m += 
ii1i1iii بـ iHنرمز لرؤوس الحلقة  u,u,u,v,v,v ′′   .5.1 كما هو مثبت في الشكل++

  ، وعليه فسوف نجد المسافة 2 نجد أن عامل الاتصال له هو mG بملاحظة هذا البيان 
        . 2-العرضية

فانه يساوي المسافة العرضية بـين     ) 2-أي القطر  (2-لمسافة العرضية اقطر  ب وفيما يتعلق 
 

 :، أي أن′1u و′mu أو بين الرأسين ′1v و′mvالرأسين 
)u,u(d)v,v(d)}v,u(d{Gdiam m12m122

)G(Vv,u
m2 max

m

′′=′′==
∈

 

  إذا
4m2Gdiam m2 +=                              …..(5.1) 

1mv −′
   

mv′ 
  2v  

  

1v′    

1v    

1u

2v′  
   3v  

  

2u′ 

3u2u

1u′ 

iv′    
1mv −

    
mv 
  1mv +

   

1mu −′
1mu − mu

mu′

1mu +

iv    1iv + 
   

iu′ 

1iu +iu

 

iH
 

1mH −

 

mH
 

2H
 

1H



  أسماء صلاح عزيز و علي عزيز علي
 

 

 ١١٤

mG،2m للبيـان  2-ة العرضـية  المبرهنة الآتية تعطينا متعددة حدود وينر للمساف       إذا . ≤
61 فان m =1كانت  CG    وان=

345
62 x3x6x6)x;C(W ++=                                                       …..(5.2) 

  

2m لأجل :5.2مبرهنة   ، فان≤
53

m2 x)1m5(x)x21(m3)x;G(W +++=   

                 ∑
−

=

−++++
1m

1j

j2332 x)jm(x)xx2x32(2                        …..(5.3) 

  .m نستخدم مبدأ الاستقراء الرياضي على (5.3)لإثبات : البرهان
  :، فانm =2إذا كانت 

876543
22 x2x4x6x15x12x6)x;G(W +++++=                       …..(5.4) 

x;G(W(،2-رضية متعددة حدود وينر للمسافة الع      أن نفرضو 1m2 معلومة ونحـاول إيجـاد    ،  −
)x;G(W m2 3 لأجلm ≥.  
1mGو mGبمقارنةو   نجد أن5.1  في الشكل−

5
621m2m2 x)x(F)x;C(W)x;G(W)x;G(W −++= −                       …..(5.5) 

  حيث أن 
∑=

v,u

)v,u(d2x)x(F  
 

               لكل
}u,u,v,v{Au,}u,v{)G(Vv m1m1mmmm1m ′′=∈−∈ ++− 

v,u(d( نلاحظ أن المسافة (5.5) لتعويضها في F(x)والآن نجد صيغة للدالة     فـي  2
im(46C( هي نفسها في الدارة mGالبيان  −+،1m,...,2,1i   :، عندما يكون=−

' '
i i i iu A ,v {v ,v ,u ,u }∈ ∈ 

  مــع رؤوس المجموعــة′mu و′mv للرأســين 2-نــدرس المــسافة العرضــيةوإذ 
}u,u,v,v{A iiiii 1m,...,2,1i يكون ، عندما=′′  ، نجد أن=−

)im(25)u,u(d)v,v(d im2im2 −+=′=′  
)im(26)u,u(d)v,v(d im2im2 −+=′′=′′  
)im(24)v,u(d)u,v(d im2im2 −+=′=′  
)im(23)v,u(d)u,v(d im2im2 −+=′′=′′  

1mvكما أن المسافة للرأسين  1mu و+   ذاتها تكون كالأتيiAمع رؤوس المجموعة  +
)im(24)u,u(d)v,v(d i1m2i1m2 −+== ++  



  ... w-متعددات حدود وينر
  

  

  ١١٥

)im(25)u,u(d)v,v(d i1m2i1m2 −+=′=′ ++  
)im(23)v,u(d)u,v(d i1m2i1m2 −+== ++  
)im(24)v,u(d)u,v(d i1m2i1m2 −+=′=′ ++  

  : وهيF(x) نستنتج صيغة iومن هذه المسافات وبأخذ المجموع لكل 

)x2x3x2x(2)x(F )im(23
1m

1i

)im(24)im(25)im(26 −+
−

=

−+−+−+ +++= ∑   …..(5.6) 

  : نحصل على(5.5)وبعد تعويضها في العلاقة 

∑
−

=

−+−+−+
− +++=

1m

1i

)im(24)im(25)im(26
1m2m2 x3x2x(2)x;G(W)x;G(W  

                  5
62

)im(23 x)x;C(W)x2 −++ −+                                      …..(5.7) 

imjسيط نفرض أن لأجل التب 1mj1، حيث أن =−   وليكن .≥≥−
j23j24j25j26

j x2x3x2xz ++++ +++=                                              …..(5.8) 

  عندها يكون

∑
−

=
− +−+=

1m

1j
j

5
621m2m2 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W                    …..(5.9) 

  ومنها نحصل على أن

∑
−

=
−− +−+=

2m

1j
j

5
622m21m2 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W             …..(5.10) 

  كذلك

∑
−

=
−− +−+=

3m

1j
j

5
623m22m2 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W                     …..(5.11) 

  وهكذا فان

∑
=

+−+=
2

1j
j

5
622232 z2x)x;C(W)x;G(W)x;G(W                      …..(5.12) 

1
5

6222 z2x)x;C(W2)x;G(W +−=              …..(5.13)
  

  ومما تقدم من المعادلات نحصل على أن














∑
=

∑
=

∑
=

∑
−

=
++++=

1

1j

2

1j

3

1j

1m

1j jz...jzjzjz2)x;mG(2W  

                  5
62 x)1m()x;C(mW −−+                                      …..(5.14) 



  أسماء صلاح عزيز و علي عزيز علي
 

 

 ١١٦

∑
−

=

−+−−++=∴
1m

1j
j

523
m2 z)jm(2x)1m()x2x21(mx3)x;G(W  

                    ∑
−

=

−++++=
1m

1j
j

53 z)jm(2x)1m5()x21(mx3               …..(5.15) 

  .    ان وبهذا يتم البره(5.3)نحصل على (5.8)  المذكورة في jzوبالتعويض عن
  

   هوmGللبيان 2- دليل وينر للمسافة العرضية:5.3نتيجة
 

5m54)4m(m)3/16()G(W 22
m2 ++−=                                         …..(5.16) 

  :البرهان
  . (5.16) نحصل على العلاقةx=1 والتعويض عن (5.3)بعد اشتقاق العلاقة 

 

     Wagner graph:بيان واكنر.6
 ةهو بيان مكون من دارة برتبة زوجية مع الحافات التي كل واحـد            [4] بيان واكنر    :6.1تعريف

 نصف  اويـتس افة ثابتة بمسفي الدارة المذكورة    البعض  منها تصل رأسين يبعدان عن بعضهما       
.عدد الرؤوس

يان ونرمز لهذا الب. t =2m وأن tولأجل توضيح هذا التعريف نفرض أن عدد الرؤوس يساوي     
  :ولتكن مجموعة رؤوسه كالأتي. tRبـ

}v,...,v,v{)R(V m221t =  

  ا تكون مجموعة حافاتههعند
t 2m i m iE(R ) E(C ) {v v | i 1,2,...,m}+= ∪ =  

  .6.1كما موضح في الشكل
3w2يعني أن   . 3 يساوي tRعامل الاتصال لبيان       متعددة حـدود   وعندما حاولنا إيجاد  . ≥≥
الرؤوس عدد  لهذا البيان لاحظنا فيها حالتين مختلفتين والاختلاف سببه w-وينر للمسافة العرضية

t.  
 من tوالحالة الثانية عندما تكون  . 4 ليست من مضاعفات  العددtالحالة الأولى إذا كانت الرتبة     

  . 4مضاعفات العدد
لهذا سنحاول . هو بيان منتظم بالنسبة إلى المسافة العرضيةtRوأخيرا لا بد أن نذكر أن

  .اولهانتنأس واحد من رؤوسه في كل من الحالات التي سوف رإيجاد متعددة الحدود ل



  ... w-متعددات حدود وينر
  

  

  ١١٧

t=4s+21s ،(مــا   عـدد زوجـي فـان الحـالتين ه    tبما أن  s4t و  )≤ = 

،)2s ≥(.  
  

2s4t إذا كانت :6.2عبارة += ،1s   :، فان≤

∑∑
+

+=

−+
+

=

+++=
1s2

2si

i1s22
1s

2i

i3
t2 xxtxxtx)1s2()x;R(W                       …..(6.1) 

  :البرهان
  .يمثل هذه الحالة 6.1 في الشكلtRالبيان 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2s4Rبيان واكنر  6.1الشكل +  
  

،فـإذا كـان    1v للـرأس    2-مـسافة العرضـية   إلـى ال  ة الحدود بالنـسبة     نجد متعدد 
1s,...,3,2i v,v(C(، فان الحاوية =+ i1الصغرى تتكون من الدربين :  

i3211 v,...,v,v,v:P  

i1is23s22s212 v,v,...,v,v,v:P ++++  

  واضح أنومن ال
1i)P( 1 −=l  , 1i)P( 2 +=l  

  وعليه فان

1s2v + 

2s3v + 

2s2v + 
4s2v + 

2sv + 

2s4v + 2v 1v 

3s3v + 
1sv + 

3s2v + s2v 

1s4v +  3v  



  أسماء صلاح عزيز و علي عزيز علي
 

 

 ١١٨

1i)}P(,)P({max)v,v(d 21i12 +== ll                                           …..(6.2) 
1s,...,4,3,2iحيث +=.  

1s2,...,3s,2siوإذا كانت    v,v(C(، فان الحاوية    =+++ i1    الصغرى تتكون من 
  :الدربين

i1i1s22s211 v,v,...,v,v,v:P +++  

ii1s2s41s42s412 v,v,...,v,v,v,v:P ++++  
  واضح أنومن ال

3is2)P()P( 21 +−== ll  
  وعليه فان

3is2)v,v(d i12 +−=                                                                   …..(6.3) 
1s2,...,3s,2siعندما تكون  +++=. 

   نحصل على(6.3) و (6.2)من 

∑∑∑
+

+=

+−
+

=

+
+

=

+=
1s2

2si

3is2
1s

2i

1i
1s2

2i

)v,v(d xxx i12                                                      …..(6.4) 

i ،1s2i2وبما أنه لكل قيمة من قيم    ، يكون≥≥+
)v,v(d)v,v(d 2it12i12 +−=                                                             …..(6.5) 

 نسبة إلى الرؤوس للجهة     1v، المسافات للرأس    iن قيم فان هذه العلاقة تعطينا، وبعد التعويض ع      
2s44s23s2المقابلة، أي الرؤوس v,...,v,v   .2 بالعدد(6.4)ولهذا تضرب العلاقة +++

  :بقي أن نذكر أن
3)v,v(d 2s212 =+  

  :، وهي1v للرأس 2-وبالاعتماد على ما تقدم نحصل على متعددة الحدود للمسافة العرضية
s 1 2s 1

3 i 1 2s i 3
2 1 t

i 2 i s 2

W (v ,R ;x) x 2 x 2 x
+ +

+ − +

= = +

= + +∑ ∑                                     …..(6.6) 

  :لمسافة العرضية فان إلى ا منتظما بالنسبةtRولما كان
)x;R,v(W)2/t()x;R(W t1wtw =                                                 …..(6.7) 

3w2حيث  ≤≤.  
  .وبهذا يتم البرهان.(6.1) على  (6.7) و(6.6)وأخيرا بالتعويض والتبسيط نحصل من 

  

2s، حيث t=4sإذا كانت  :6.3عبارة   :، فان≤



  ... w-متعددات حدود وينر
  

  

  ١١٩

∑∑
+=

−

=

++=
s2

1si

is22
s

2i

i3
t2 xxtxxtxs2)x;R(W                                   …..(6.8) 

  :البرهان
  . يمثل هذه الحالة6.2 في الشكلtRالبيان

  
      

  
  
  
  
  

 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

  S4Rبيان واكنر  6.2الشكل
  

 للـرأس  2-فسوف نجد متعددة حدود وينر للمسافة العرضية 6.2 كما في إثبات العبارة   
1vلمسافة العرضيةإلى ا بالنسبة  بسبب انتظام البيان-w.  

s,...,4,3,2iذا كانإ v,v(C( فان الحاوية الصغرى = i1تتكون من الدربين   
i3211 v,...,v,v,v:P  

iis22s21s212 v,v,...,v,v,v:P +++  
  

  واضح أن ومن ال
1i)P(,1i)P( 21 +=−= ll  

  2-وهكذا فان المسافة العرضية

s,...,4,3,2i,1i)v,v(d i12 =+=                                             …..(6.9) 

1s2v − 
1s2v + 2s2v + 

s4v 2v 1v 

1s3v + 
1sv + 

3s2v + 
s2v 

1s4v −  1s3v +  



  أسماء صلاح عزيز و علي عزيز علي
 

 

 ١٢٠

s2,...,2s,1siوإذا كان  v,v(C(، فان الحاوية=++ i1تتكون من الدربين الصغرى   
i1i2is21s211 v,v,v,...,v,v,v:P +++  

is2i1s2i2s2i1s4s412 v,v,v,v,...,v,v,v:P +++++−  

  وواضح أن
2is2)P()P( 21 +−== ll  

    2-وبهذا نحصل على المسافة العرضية

s2,...2s,1si,2is2)v,v(d i12 ++=+−=                                     …..(6.10) 

   نحصل على(6.10) و(6.9)وهكذا من 

∑∑∑
+=

+−

=

+

=

+=
s2

1si

2is2
s

2i

1i
s2

2i

)v,v(d xxx i12                                                        …..(6.11) 

s2i2كما نلاحظ أن لكل  ≤≤.  
)v,v(d)v,v(d 2it12i12 +−=                 …..(6.12) 

 ماعدا الـرأس  tR مع جميع رؤوس 1v للرأس   2-وبذلك فان متعددة الحدود للمسافة العرضية     
1s2v v,v(d(3 ولما كان(6.11)هي ضعف متعددة الحدود + 1s212    فان+=

∑∑
+=

+−

=

+ ++=
s2

1si

2is2
s

2i

1i3
t12 x2x2x)x;R,v(W                                        …..(6.13) 

  . وبهذا يتم البرهان(6.8) نحصل على (6.7)وباستخدام 
  

  . في مبرهنة واحدة لسهولة الرجوع إليها 6.3 و6.2يمكن أن نوحد العبارتين
  

  : هيt برتبة tR واكنر لبيان2- متعددة حدود وينر للمسافة العرضية:6.4مبرهنة










≥+=+++

≥=++
=

∑∑

∑∑
+

+=

−+
+

=

+=

−

=

1s,2s4twhen,xxtxxtx)1s2(

2s,s4twhen,xxtxxtxs2
)x;R(W

1s2

2si

i1s22
1s

2i

i3

s2

1si

is22
s

2i

i3

t2          

  

x;R(W(باشتقاق t2    بالنسبة إلى x   وتعويض x=1     علـى  2.5.4 نحصل مـن المبرهنـة 
  :النتيجة الآتية

  

   هوtR لبيان واكنر2- دليل وينر للمسافة العرضية:6.5نتيجة



  ... w-متعددات حدود وينر
  

  

  ١٢١







≥+=+++
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  :البرهان
1s2i2عندما تكون  v,v(C(، فان الحاوية ≥≥+ i1الصغرى هي المكونة من الدروب :  

i3211 v,...,v,v,v:P  

i1i2i1s22s212 v,v,v,...,v,v,v:P ++++  

i1is21s42s413 v,v,...,v,v,v:P ++++  

  ومن الواضح أن
i3s2)P()P(,1i)P( 321 −+==−= lll  

1ii3s2ولما كان  1si2، عندما تكون +−<− +≤≤.  
1si2 فانه لأجل +≤≤  

 
3is2)v,v(d i13 +−=                     …..(6.15) 

1i3is2ولما كان  1s2i2s عندما −+≥−   ، فان +≥≥+
1i)v,v(d i13 −=                                                                                 …..(6.16) 

 1v بـين الـرأس   3- نجد أن متعددة الحدود للمسافة العرضـية (6.16) و (6.15)مما تقدم في    
}1s2i2:v{والرؤوس  i   :هي ≥≥+
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  ونلاحظ أن
3)v,v(d 2s213 =+                                                                                 …..(6.18) 

1s2i2وأخيرا لبقية الرؤوس نلاحظ أنه لكل    ، فان≥≥+
)v,v(d)v,v(d 2it13i13 +−=                                      …..(6.19) 

v,v(d(والتي تعطينا i132 لكلs4i3s2 +≤≤+.  
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 نحصل  (6.18) التي تنتج من     3x وبعد جمعها مع   2 بالعدد   (6.17)ولهذا تضرب العلاقة    
  على
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  . وبهذا يتم البرهان(6.14) وتبسيط المقدار نحصل على (6.7)ستناد إلى وأخيرا، بالا
  

s4t إذا كانت :6.7ةعبار =،2s   ، فان≤
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  :البرهان
s2i2إذا كانت    v,v(C(ن الحاويةفا ≥≥ i1    ذات أصغر طول تتكون مـن الـدروب الثلاثـة 

  :آلاتية
 

 

i1i1s2s21s212 v,v,...,v,v,v,v:P +−+ 

is2i1s2i2s2i2s41s4s413 v,v,v,v,...,v,v,v,v:P +++++−− 

  :واضح أنمن ال
2is2)P()P(,1i)P( 321 +−==−= lll  

2is21iولما كان 1si2عندما −>−+   ، فان≥≥+
2is2)v,v(d i13 +−=                                                                          …..(6.22) 

1i2is2لما كان و s2,...,4s,3s,2si عندما −+>−   ، فان=+++
s2i2s,1i)v,v(d i13 ≤≤+−=                                                        …..(6.23) 

نسبة إلى  1v للرأس3- نحصل على متعددة حدود وينر للمسافة العرضية(6.23) و (6.22)ومن 
}s2i2:v{الرؤوس  i   :، وهي≥≥

∑∑∑
+=

−
+

=

+−

=

+=
s2

2si

1i
1s

2i

2is2
s2

2i

)v,v(d xxx i13                                                        …..(6.24) 

  أن 6.2 واضح من الشكلالمن     
3)v,v(d 1s213 =+                                                                                  …..(6.25) 

s2i2وأخيرا نلاحظ أن لكل  ≤≤   
)v,v(d)v,v(d 2it13i13 +−= 

i3211 v,...,v,v,v:P



  ... w-متعددات حدود وينر
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 ـ   1v للرأس 3-وهذه تعطينا المسافة العرضية    s43s22s2ى الـرؤوس     نـسبة إل v,...,v,v ++  
   نجد أن(6.25) و (6.24) وهكذا من (6.24)وتكون متعددة الحدود لها مطابقة إلى 

3
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  . وبهذا يتم البرهان(6.21) نحصل على (6.7)وباستخدام 
 لبيان واكنر نجمع 3-تعددة حدود وينر للمسافة العرضيةولأجل تسهيل الرجوع إلى م

 : في المبرهنة الآتية6.7 و6.6العبارتين
  

  :هيtR للبيان3- متعددة حدود وينر للمسافة العرضية:6.8مبرهنة
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  : 6.9 ةنتيج
x;R(W( في xبتدقيق النظر في أعلى قوة لـ      t2و)x;R(W t3    نجـد القطـر للمـسافة 

  : هوtR للبيان 3- و2-العرضية
 
                                       

.....(6.24)     
      

  

  : هوtR لبيان واكنر3- دليل وينر للمسافة العرضية: 6.10نتيجة
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