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 "Runge - Kutta   استخذام طزيقت رونج ـــ كوتا      "

 (C2 / C1 /2/3في ايجاد الحل العذدي لونظوهت الانتظار )

 

 

 

 

 
 م.د. داود سلواى رحين                                                                

 ارة التعلين العالي والبحث العلويوس                                                           

 

 

 

 الوستخلص
 

( بضِْلة ػي طرٗق الحلوْ  التحل٘ل٘وة Steady stateٗوكي التْصل الٔ حالة الاصتقرار )         

( ّذلووع ػٌوويها ٗكووْى التْحٗووغ الاحتوووالٖ لاّ ووا  M/M/m/N,M/M/m/1لاًظوووة الاًتظووار )

لاًظوووووة ُووووْ التْحٗووووغ الاصووووٖ الْصووووْ  ال ٌ٘ووووٖ بوووو٘ي حبووووْى ّا وووور ّاّ ووووا  ال يهووووة لِوووو   ا

(Exponential Distribution  ْ ّاى ُوو ٍ الاًظوووة ُووٖ الفوواغؼة كووٖ اولوو   توو  صوو، )

الاًتظار ، ّلكي ػٌيها ٗكْى التْحٗغ الاحتوالٖ لاّ ا  الْصْ  ال ٌٖ٘ ّاّ ا  ال يهة و٘ر اصٖ 

(Non-Exponentiallyكاى الْصْ  الٔ حالة الاصتقرار ػوي طرٗوق الحلوْ  التحل٘ل ) ٘وة ٗكوْى

( ّو٘رُا هي الاًظوة Ck /CL/m/n ,Ck/CL/1/N , M/CL/m/nاهراً هؼقياً هخا  ذلع الاًظوة)

، ّذلع بض    خر  الاطْار التٖ ٗور بِا الزبْى كٖ  ل هحطة صْاء  اًت كوٖ هرحلوة الْصوْ  

 اّ ال يهة.

 

الرابؼوة( كوٖ اٗزوا   ْتا ذا  الورت ة  ــل لع كٖ ُ ا ال حج تن اصت يام طرٗقة رٗاض٘ة )رًّذ     

( ّذلع هي  ول  اٗزوا  هوو ْكة هؼوي  الاًتقوا  حون C2/C1 /2/3الحل الؼي ٕ لٌوْذد الاًتظار )

  تابة الوؼا لا  الت اضل٘ة ّبالتالٖ تن اػيا  برًاهذ حاصْبٖ لحل ُ   الوؼا لا .

 

 نبذة تاريخيت.
 

 ٖ اٗرلاًوع تؼْ  ال حْث الاّلٔ كوٖ هزوا  صو ْ  الاًتظوار الؤ ال احوج الويًوار (Erlang )

اذ ّضغ ًوْذروا اّكوق لتحق٘وق الاصوت ا   هوي  طوْط الِواتد ، ّبؼوي   وام بواحخْى  1191ػام 

ا رّى بتطْٗر الٌظرٗة كقاهْا بْضغ هؼوا لا  رٗاضو٘ة هؼٌ٘وة لحضوال طوْ  صود الاًتظوار 

ّ اهْا اٗضا بتْض٘ح اشكا  صود الاًتظوار ، ّطرٗقوة تقويٗن ال يهوة كوٖ القٌوا  ال يه٘وة ، ّ وي 

ط قووت الٌظرٗووة كووٖ هزووالا  ػيٗووي  هٌِوووا صوو٘اًة الوكوواغي ، ّاًتظووار الوضوواكرٗي اّ اًتظوووار 

 الورضٔ كٖ الوضتف ٘ا  .
 

  1111كٖ ػام ( ام  وْ ش Cox بيراصوة تْحٗوغ احتووالٖ ّ وي اصوتٌتذ بواى إ  الوة تْحٗؼ٘وة )

 ُو ٍ ار ّاى  ل طوْر هوية هي الاطْلتوتلع تحْٗل لابلس هي الووكي توخ٘لِا ػي طرٗق صلض

 ر ٗتْحع تْحٗؼاً اص٘اً.االاطْ
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 ( ( ًفوور ُووارٗش )1193كووٖ ػووامHarris( ٍتووال صوووا  )theory Fundamentals of 

queueing( بوووو٘ي ك٘ووووَ الضوووولْلا الاًتقووووالٖ للًظوووووة )M/EL/1( ، )Ek/M/1 ػووووي طرٗووووق )

 الوؼا لا  ال اصة.
 

 ( تن اصت يام الطرق الؼي ٗة كٖ اٗزوا  الحول الاًتقوالٖ ل1199كٖ ػام )( لٌظوامM/EL/m هوي )

 ( Martias  ل )

   ( ( تن اصت يام طرٗقة رًّذ ــ  ْتا كٖ اٗزا  الحل الؼي ٕ للٌظام )1111كٖ ػامM/M/m/N )

 (.Sharmaهي   ل )
 

   ( كوٖ 1111كٖ ػام )(  ام ال احج كرحاى اصواػ٘ل باصت يام طرٗقوة )رًّوذ ـوـ  ْتوا

 (.EK/EL/m/Nاٗزا  الحل الؼي ٕ للٌظام )
 

   (  اهت ال احخة )اٗواى هحووْ  ( بتطوْٗر اًووْذد رٗاضوٖ لحول هٌظْهوة صود 1991) كٖ ػام

 الاًتظار هتؼي   الوراحل ّذلع هي  ل  بٌاء ًوْذد هحا ا .
 

   ( (  وووام ال احوووج ) اّ  صووولواى ( باٗزوووا  الحووول التحل٘لوووٖ لٌووووْذد الاًتظوووار)1991كوووٖ ػوووام∞ 
C2/C2/2/2/ ) ٕ رٗقووة )رًّووذ ـووـ  ْتووا( ّاصوولْل باصووت يام طّهقارًووة ذلووع هووغ الحوول الؼووي

(Eigen value.) 

 

 هذف البحث
 

 ( باصت يام طرٗقة )رًّذ ــ  ْتا(.C2/C1/2/3اٗزا  الحل الؼي ٕ لٌوْذد الاًتظار )

     

 (1) هنظوهاث صفوف الانتظار
 

  .هٌظْهة ص ْ  الاًتظار احا ٗة الورحلة Single- Stage Queueing System 
 

لورحلة ٌٗفو  ػٌويها تكوْى هحطوة ال يهوة ذا  هرحلوة ّاحوي  اى ًظام الاًتظار احا ٕ ا

إ اى الزبووْى ػٌوويها ٗووي ل الوؤ هحطووة ال يهووة كاًووة صووْ  ٗووور بورحلووة ّاحووي  كقووظ 

(. ّهوووي الووكوووي اى ٗكوووْى لٌظوووام الاًتظوووار 1( )الو طوووظ Single- Stageل يهتوووة)

 هحطووا   يهووة هتؼووي   ّلكووي ذا  هرحلووة ّاحووي  إ اى الزبووْى صوو٘ور بوحطووة  يهووة

 (.1ّاحي  كٖ احٌاء  يهتة )الو طظ 
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ًؼن                                    

 الٌظام 

 باػلٔ طا َ

 

 

 

 هوير    

 الزباغي     
 

 ( هنظوهت انتظار بوحطت خذهت واحذة وهزحلت واحذة1هخطط )
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 ل 

 

 

ًؼن                                      

 الٌظام 

 باػلٔ طا ة

 

 

 

 هوير      

 الزباغي   
 

 

 قنواث الخذهت وبوزحلت واحذة ةانتظار هتعذد هنظوهت( 2الوخطط )

 ْهٌظ( .هة ص ْ  الاًتظار هتؼي   الوراحلMulti – Stage) 
لوراحل بح٘ج اى الزبْى لاٗضتط٘غ   وْ   ٌوا  اى هحطة ال يهة  ي تكْى هتؼي   القٌْا  ّهتؼي   ا

 يهة لاحقة اّ هرحلة لاحقة هالن ٗكول  ٌا   يهة اّهرحلة صابقة ، ُّ ا ٗوكوي اٗضواحة هوي  ول  

 (.3الو طظ )

 ( ٌُووووالا ا ووووتل  رغ٘ضووووٖ هوووواب٘ي ًظووووام الاًتظووووار احووووا ٕ الورحلووووةSingle-Stage ًّظووووام )

الٌظام الاّ  ٌُالا هوير ّاحي كقظ للوي ل  ( ، ك ٖ Multi–Stageالاًتظارهتؼي   الوراحل )

(Input(  لع هوير ّاحي للو ررا  ّ )Output ّٖهوي الووكوي اى ٗكوْى التْحٗوغ الاحتووال )

اّ  Exponential Distributionلاّ ا  الْصْ  ال ٌ٘وٖ هواب٘ي الزبواغي ٗت وغ التْحٗوغ الاصوٖ. 

  ْ  الاًتظوار تحوت ً وش ُو ٍهفوا ل صو إ تْحٗغ احتوالٖ ا ر ، ّل٘ش هوي الووؼْبة هؼالزوة

 الاكتراضا .

( ّلكول  ٌوا  Outputاها كٖ حالة ًظام الاًتظار هتؼي  الوراحل كاى ٌُالا الؼيٗي هي الو رروا  )

 يهوة ّبووا اى الوووي ل  لورحلوة لاحقوة ُووٖ ً ضوِا الو ررووا  لورحلوة صوابقة ، لِوو ا كواى ٌُووالا 

لوة كواى تْحٗوغ اّ وا  الْصوْ  ال ٌ٘وٖ اػتوا ٗة هواب٘ي الو رروا  لكول هرحلوة ، ّلوٌ ش ُو   الحا

التْحٗوغ الاصوٖ ّاى تْحٗوغ اّ وا  ال يهوة ٗ تلود هوي   يهة لاٗوكوي ػويٍ هاب٘ي الزباغي لكل  ٌا 

 هحطة الٔ ا رٓ ل لع كاى هخل ُ   الاًظوة تكْى ا خر تؼق٘ياً.
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  (2)رهوس هنظوهاث صفوف الانتظار. 
 

 ٘ي هي  ل  الزيّ  التالٖ:ًوْذد الرٗاضٖ لو ْ  الاًتظار ٗ د الؼام للاى الْص

 التفسيز الزهش

A(t) ا  الْصْ  ال ٌٖ٘ هاب٘ي الزباغيالتْحٗغ الاحتوالٖ لا ّ 

B(t) التْحٗغ الاحتوالٖ لاّ ا  ال يهة 

m ػي   ٌْا  ال يهة لٌظام الاًتظار 

N طا ة الٌظام 

p حزن الوزتوغ 

QD ال يهة ال ٕ ٗضت يهة ًظام الاًتظار ًْع ًظام 
 

 

( A(t)/B(t)/m/N/p/QDار )ة ًا و  اًووْذد هٌظْهوة الاًتظو  بفكل ا خر  ّلتْض٘ح ُ ا الفكل

 ّالوْصْ  بْاصطة صتة رهْح.
 

 Poissonْى التْحٗوووغ الاحتووووالٖ لوؼوووي  ّصوووْ  الزبووواغي ٗت وووغ تْحٗوووغ بْاصوووْى )كؼٌووويها ٗكووو

Distributionكاًووة ٗووتن اصووت يام الر )( هووزM بوويلا هووي )A(t)   كووٖ التره٘ووز اػوولٍ، اهووا اذا  اًووت

 Deterministicهووواب٘ي الزبووواغي حابتوووة كووواى التْحٗوووغ ٗكوووْى  طؼ٘ووواً ) ال ٌ٘وووٖ اّ وووا  الْصوووْ 

Distribution ّٗرهز لَ بالرهز )D  و لع ٗوتن اصوت ياهة بويلا هوي ّ ،A(t)   ،ٍكوٖ التره٘وز اػول

 اًظوة ص ْ  الاًتظار.لوضت يهة بكخر  كٖ ح الاصاص٘ة اّالزيّ  التالٖ ب٘ي اُن الرهْ

 

 الوصف الزهش الصفت الوويشة

Interarrival- Time, Service 

Time Distribution A(t) ,B(t) 
M Exponential Or Poisson 

Interarrival- Time, Service 

Time Distribution A(t) ,B(t) 
D Deterministic 

Interarrival- Time, Service 

Time Distribution A(t) ,B(t) 
EK   , EL Erlang  EK   , EL  

Interarrival- Time, Service 

Time Distribution A(t) ,B(t) 
CK   , CL Coxian CK   , CL  

Interarrival- Time, Service 

Time Distribution A(t) ,B(t) 
G General 

FCFS First Come – First Service 

LCFS Last Come – First Service 

SIRO Service In Random Order 

PRI Priority 
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GD General Dicipline 
 

 : (3)ّلزٗا   التْض٘غ ًْر  الاهخلة الات٘ة 

 (   الانتظارM / M / 1/ N/∞ / LCFS) 
اى ًظام الاًتظار ُ ا ٗ ٘ي اى التْحٗغ الاحتووالٖ لاّ وا  الْصوْ  ال ٌ٘وٖ هواب٘ي الزبواغي ّالتْحٗوغ 

( ،  ٌوا   يهوة Exponential Distributionلاصوٖ )االاحتووالٖ لاّ وا  ال يهوة ٗت ؼواى التْحٗوغ 

 ورا ًّظوام ال يهوة هوي ًوْع   هوي ٗواتٖ   ة( ، طا ة الوووير ًِاغ٘وNطا ة الٌظام هحي   ) ،  ّاحي

 (.LCFSٗ يم اّلا   )
 

 ( نظام الانتظارCK / CL / m / N/ ∞ /QD) 
 Coxianتْحٗوغ  ْ ضو٘اى )ٗت وغ ٗت غ التْحٗوغ الاحتووالٖ لاّ وا  الْصوْ  ال ٌ٘وٖ هواب٘ي الزبواغي 

Distribution( بــ )K) ْر التٖ ٗور بِا الزبْى كٖ هحطة الْصْ  ، اها تْحٗغ اّ وا  اهي الاط

ر التٖ ٗور بِا الزبْى كٖ هحطة ال يهة ، ا( هي الاطLْال يهة ُْ   لع ٗت غ تْحٗغ  ْ ض٘اى ذا )

( ، طا وة الوووير لاًِاغ٘وة ، N( هي هحطا  ال يهة ، طا ة الٌظام هحي   )mٗحتْٕ الٌظام ػلٔ )

 ًظام ال يهة. ّإ ًْع هي اًْاع

 (  نظام الانتظار الوستخذم في البحث∞ C2  / C1 /2 /3/ ) 
ر ا( هوي الاطو1ْ) ـتْحٗغ  ْ ض٘اى بو ٗت غ التْحٗغ الاحتوالٖ لاّ ا  الْصْ  ال ٌٖ٘ هاب٘ي الزباغي

التٖ ٗور بِوا الزبوْى كوٖ هحطوة الْصوْ  ، اهوا تْحٗوغ اّ وا  ال يهوة ُوْ  و لع تْحٗوغ  ْ ضو٘اى 

هي هحطا  ال يهة ، طا ة  (1)هحطة ال يهة ، ٗحتْٕ الٌظام ػلٔ الزبْى كٖ  بطْر ّاحي ٗور بَ

 (.3) الو طظ          ( ، طا ة الووير لاًِاغ٘ة .3الٌظام )

 

 

                                            β1 

 

                       Β1  1ـــ                                α  1ــ 

 

 

                                                                        α 

 

 

 

                                          β 2 

 

 

                             β 2  1ـــ  

                   
 ( C2 /C1 /2/3هنظوهت انتظار النظام ) (4الوخطط )
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 قالتطبي

( ػلٌ٘ا اى ًزي ػي  حالا  C1 /C2 /2/3/ αلغرض اٗزا  الحل الؼي ٕ لٌظام الاًتظار )  .1

 : (4) الاًتقا  التٖ ٗوكي اى ٗتٌقلِا الٌظام

 حيث:  

3=N  ،1=m  ،1=L  ،1=K 









 




m

n

Lm

m

Ln

n CmNCknstate
0

1`1 )(
 

nstate=8 
 

K C n Si 

1 9 9 1 

1 9 9 1 

1 1 1 3 

1 1 1 3 

1 1 1 1 

1 1 1 1 

1 1 3 9 

1 1 3 1 
 

 (5)   هو ْكة هؼي  الاًتقا ازاٗ. 2

 

8 7 6 5 4 3 2 1   

3:2:2 3:2:1 2:2:2 2:2:1 1:1:2 1:1:1 0:0:2 0:0:1   

 1 9:9:1 ـــλ ـــ μ ــــ ـــ ــــ ــــ ـــــ

 λ 0:0:2 2 ــλ ـــ μ ـــ ــــ ــــ ـــــ

 3 1:1:1 ــــ λ ــλــ  μ ـــ μ1 ــــ ــــ ـــــ

 3 1:1:1 ــــ ــــ λ ــλــ  μ ـــ μ1 ــــ ــــ

 1 1:1:1 ــــ ــــ ـــــ λ ــλــ μ 1 ـــ μ1 ــــ

μ1 ـــ μ 1 ــλــ λ 1 1:1:1 ــــ ـــ ــــ ــــ 

 9 3:1:1 ــــ ــــ ـــ ــــ ــــ λ ــλــ μ 1 ـــ

μ 1- λ 1 3:1:1 ــــ ـــ ــــ ــــ ـــــ ــــ 

9  9 9 9 9 9 9 ∑  
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 (6) هي الوو ْكة ًكت  الوؼا لا  الت اضل٘ة .3

)()()( 311 tptptp    

)()()()( 4212 tptptptp    
)(2)()()()( 5323 tptptptp   

)(2)()()()( 6434 tptptptp   
)(2)()2()()( 7545 tptptptp   
)(2)()2()()( 8656 tptptptp   

)()2()()( 767 tptptp   
)(2)()( 878 tptptp   

 
)ذا  الورت ة الرابؼة ( ّهي  ل  ص٘غتِا  Runge – Kuttaٗقة ّبالاػتوا  ػلٔ طر .4

 : (7) الرٗاض٘ة التال٘ة

 

)22(
6

1
43211 kkkkyy nn   

),(1 nn yxhfk   

)
2

1
,

2

1
( 12 kyhxhfk nn   

)
2

1
,

2

1
( 23 kyhxhfk nn   

),( 34 kyhxhfk nn   
 

ٗولح لحل  اكة الوؼا لا  الت اضل٘ة رًاهذ احج ُّ ا ال تن اػيا  برًاهذ حاصْبٖ هي   ل ال  .5

 الٌاتزة ػي حالا  الاًتقا  التٖ ٗضلكِا إ ًظام هي اًظوة ص ْ  الاًتظار.

 

 الاستنتاجاث
( بضِْلة ػي طرٗق الحلْ  التحل٘ل٘ة steady state) راٗوكي الْصْ  الٔ حالة الاصتقر .1

اّ ّ ت ال يهة ل ؼض اًظوة الاًتظار ص٘وا تلع التٖ ٗكْى كِ٘ا تْحٗغ ّ ت الْصْ  

 )التْحٗغ الاصٖ( .

Exponential Distribution 

 ّلكي ػٌيها ٗكْى التْحٗغ الاحتوالٖ و٘ر اصٖ كاى الْصْ  الٔ حالة الاصتقرار ػي طرٗق        

 الحلْ  التحل٘ل٘ة ٗكْى اهرا هؼقياً.
 

 راً ٗوكي اصت يام )طرٗقة رًّذ ــ  ْتا( كٖ حل اًظوة الاًتظار التٖ تتْحع تْحٗؼاً ا .2

 )و٘ر اص٘اً(.
 

اصت يام طرٗقة )رًّذ ــ  ْتا( ٗتطل  اٗزا  ػي  حالا  الاًتقا  للٌظام ّاٗزا  اى  .3

 ل٘ة .ًتقا  ّبالتالٖ الوؼا لا  الت اضهو ْكة هؼي  الا
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ال رًاهذ الوؼي هي   ل ال احج ٗوكي اصت ياهَ كٖ اٗزا  الحل الؼي ٕ للًظوة الوؼقي  كٖ  .4

 ص ْ  الاًتظار.

 التوصياث

 

 ٗوكي اصت يام ُ ا الاصلْل كٖ اٗزا  الحل الؼي ٕ لكاكة اًظوة الاًتظار. .1
 

كٖ ال حْث القا هة ٗوكي ارراء هقارًة هاب٘ي الحل الؼي ٕ باصت يام رًّذ ـــ  .2

ص٘وا تلع   ْتا هغ الحل التحل٘لٖ باصت يام اصال٘  الرٗاض٘ا  الا رٓ.

 ط ٘ة ّال رٗة ّو٘رُا.ال حْث ال ٕ تتطل    ة ػال٘ة كٖ الٌتاغذ  ال حْث ال
 

 

 

 

 

 " البزناهج"

Const lamda = : const mu = 

Dim K1 As Double , K2 As Double , K3 As Double ,K4 As 

Double 

Private Sub Command1_ Click ( ) 

h =0: dh=0.00001 

Dim p(9.100) As Double 

Dim x As string 

P(1.0)=1 

For i=2 to 9:p(i ,0)=0: Next  i 

For j=1 to 100 

H=hdh 

CIS 

Sum=0 

For i=1  to  9 

Select   case  i 

     Case  1 

P(i,j) = - lamda * p(1,j-1)+mu   *p(3,j-1) 

    Case  2     

P(i ,j)=lamda  *p(1,j-1) – lamda  *p(2,j – 1)+mu * p(4,j- 1) 

    Case 3 

P(i ,j)=lamda *p (2,j -1) – (lamda + mu) *p (3,j -1) +2 *mu*p 

(5,j -1) 

    Case  4 
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P(i ,j)= lamda *p (3,j – 1) – (lamda +mu) *p (4,j -1) +2  *mu 

*p(6, j- 1) 

Case  5      

P(i,j)=lamda *p (4,j -1) – ( lamda +2*mu ) *p(5,j -1) +2*mu 

*p(7,j- 1) 

Case  6      

P(i ,j) = lamda *p(5,j -1) – ( lamda +2 *mu) *p(6 ,j -1) +2*mu 

*p (8,j -1) 

    Case 7 

P(i ,j)= lamda *p (6,j -1) – (lamda + 2*mu) *p (7, j -1) 

    Case   8     

P (i ,j) = lamda *p (7, j -1) – 2*mu *p (8 , j-1) 
End select 

K1=h*p(i ,j ) 

K2=h*(p(i , j)+(K1/2)) 

K3=h*(p(i , j)+(K2/2)) 

K4=h*(p(i , j)+ K3) 

P(i , j)=p(i,j-1)+(1/6)*(K1+2*(K2+K3)+K4) 
 

Next i 

For i=1 to 9 

Sum=sum +p(i , j) 

Next i 

Next j 

Text2.Text= str (sum) 

J=100 

Dim pp=(100) As double, pp1 As string 

For j=99 to 100 

pp(0)=p(i , j) 

pp1="p(0) +" str (pp(0))+chr (13)+chr (10) 

1=0 

For i=1 to 21 

X=x+"p("+str (i)+","+str(j)+")="+str (p(i,j)) 

X=x+chr(13)+chr(10) 

Text1.Text=x 

If i=1 then go to 50 

K=K+1 

Sum1=sum1+p(i , j) 

If k=3 Then 

i=i+1 

pp(1)=sum1 
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pp1=pp1+"p("+str (1)+")="+str(pp(1)) 

pp1=pp1+chr(13)+chr(10) 

k=0 : sum1=0 

End if 

50 

Next i 

Next j 

Text3.text=pp1 

End sub 
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