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ABSTRACT 
The minimum distance of a vertex v to an −− )1n( set of vertices of a graph 
G is defined as : 
      S} u   :u){d(v,min   S)(v, d n ∈= . 
The n-Wiener polynomial for this distance of a graph G is defined as  
        xk) (G,C  x)(G; W k
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where   k) (G,Cn  is the number of order pairs (v,S), 1nS −= , such that 
      k S)(v, d n = , 

and nδ  is the diameter for this minimum n-distance. 
In this paper, the n-Wiener polynomials for some types of graphs 

such as complete graphs, bipartite graphs, star graphs, wheel graphs, path 
and cycle graphs are obtained .The n-Wiener index for each of these special 
graphs is given. Moreover, some properties of the coefficients of 

 x)(G; Wn  are established.  
  

  الملخص
)1n( المكونة من    S والمجموعة   vالمسافة الصغرى بين الرأس       من رؤوس بيان    −

Gتعرف بـ   
S} u   :u){d(v,min   S)(v, dn ∈=  

  لهذه المسافة بالصيغة كما تعرف متعددة حدود وينر
  xk) (G,C  x)(G; W k
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1nS ،(v,S) هو عدد الأزواج المرتبةk) (G,Cn  إذ أن   ، بحيث أن =−
k S)(v, d n =  
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  .القطر بالنسبة إلى المسافة الصغرى هو nδعلما بأن
 لـبعض أصـناف البيانـات الخاصـة         n-تضمن هذا البحث إيجاد متعددة حدود وينر      

كالبيانات التامة والثنائية التجزئة التامة، وبيان النجمة وبيان عجلة وبيانات الـدروب وبيانـات              
فضلاً عن إثبات بعض  . n-فةكما أوجدنا دليل وينر لهذه البيانات بالنسبة إلى هذه المسا. الدارات

  .x)(G; Wn  خواص معاملات
  

  Introduction             المقدمة(1)
لقد قام العديد من الباحثين بتعريف المسافة بين مجموعتين غير خاليتين من رؤوس بيان 

   ).[4] ،[3]لاحظ المصدرين( متصل بصيغ مختلفة 
وس فـي بيـان متـصل     أي مجمـوعتين غيـر خـاليتين مـن الـرؤ     BوA لـتكن 

E,V(G(منتهى  مختلفتين، فقـد  BوA أنه ليس من الضروري أن تكون المجموعتان  إذ ،=
بأساليب مختلفة نذكر بعـضاًَ  G، في البيانB وAعرف بعض الباحثين المسافة بين مجموعتين   

  .منها
 فـي  Bإلى المجموعـة Aوعة من المجم:(the minimum distance)المسافة الصغرى 

  تعرف على أنهاGالبيان
 } Bb,A a : )b,a(dmin{)B,A(dmin ∈∈=                                

ف تعـر  Gفـي Bإلى المجموعةAالمجموعة من(the average distance): مسافة المعدل
  كالأتي

∑
∈∈

=
Bb,Aa

ave  )b,a(d
BA

1)B,A(d   

  G فيB إلى المجموعةAالمجموعة  من(the maximum distance):المسافة العظمى 
  هي 

} Bb,A a : )b,a(dmax{)B,A(dmax ∈∈=                              
، أحاديتين فأن كلا من الأنواع الثلاثة من هذه B و Aنلاحظ عندما تكون المجموعتان   

   .[2]المسافات تتطابق مع المسافة الاعتيادية المعروفة بين رأسين
بالنسبة إلى كل من الأصـناف الثلاثـة        Gلأجل أن نعرف القطر ونصف القطر للبيان المتصل       

  :للمسافة، نعرف أولا
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على أنه أكبر مسافة :v(the n- eccentricity of a vertex v) لرأسn-الاختلاف المركزي
1nS, 2n إذ أن    ،Gمـن رؤوس   S إلى كل مجموعـة جزئيـة      }v{من ،أي أن  ≤=−

    هو v للرأس المنفرد n-الاختلاف المركزي
} 1nS , VS : )S,v(dmax{)n,v(e MM −=⊆=  

   ) ..minأوave.  أو.maxإما ( هي دالة المسافة لأي من الأنواع الثلاثة Md أنإذ
2nنلاحظ أنه عندما تكون    تعريف الاختلاف   ، فأن التعاريف السابقة للمسافة تعطي     =

  .v [2]المركزي الاعتيادي للرأس 
  ويمكن أن نعرف

)1n( مكونة من: S (the n- eccentricity of a set S) للمجموعةn-المركزيالاختلاف  − 
  ، أي أن G فيvوأي رأس أخر Sمن الرؤوس على أنه أعظم مسافة بين المجموعة

} V v: )S,v(dmax{)S(e MM ∈=  

1Sونلاحظ أيضا أنه عندما تكون ، فأن التعاريف السابقة للمسافة تؤدي إلى تعريف =
  .الاختلاف المركزي الاعتيادي

 مرتبطة مع الاخـتلاف     v لرأس -nوأخيرا إن الأنواع الثلاثة من الاختلافات المركزية      
   .[4]المركزي الاعتيادي بالعلاقة الآتية 

)v(e)n,v(e)n,v(e)n,v(e1n)v(e maxavemin =≤≤≤+−   
n، 2n-استنادا إلى الاختلاف المركزي   :  كالآتي-n ونصف القطرn- يعرف القطر≤

 لكـل رؤوس    n-هو أصـغر الاختلافـات المركزيـة      G لبيان :n (n-radius)-نصف القطر 
  ، أي أنGالبيان

} V v : )n,v(emin{)G(radn MM ∈∀=−  

 لكل رؤوس   n-المركزيةهو أعظم الاختلافات    Gلبيان: n (n-diameter)-قطروأن  
  ، أي أن Gالبيان

} V v : )n,v(emax{)G(diamn MM ∈∀=−  
بالاعتمـاد علـى الاخـتلاف    G للبيـان n- ونصف القطرn- ويمكن أن نعرف قطر

)1n( لمجموعة مكونة منn- المركزي   كالأتي .من الرؤوس −
هو أصـغر الاختلافـات المركزيـة       Gلبيان :n (n-set-radius)-المجموعة-نصف القطر 
−−للمجموعات )1n(من رؤوس G أي أن ،  

 } VS , )S(emin{)G(radsetn MM ⊆=−−  
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هو أعظـم الاختلافـات المركزيـة لكـل         Gلبيان: n (n-set-diameter)-المجموعة-قطر
)1n( من لمكونةالمجموعات الجزئية ا   ، أي أنGمن رؤوس البيان−

} VS , )S(emax{)G(diamsetn MM ⊆=−−  
  .يكونان متساويين دائما n -المجموعة-وقطرn -واضح أن قطر

  . G وعلى الأكثر رتبة البيان2على الأقل هي n  وفي بحثنا هذا سوف نفرض أن قيمة
  . dminمسافة الصغرىوسنركز بحثنا فيما يأتي على دالة ال

φ≠BA واضح أنه إذا كان I 0 فأن)B,A(dmin =.  
 تحقق الخواص الآتية على المجموعات الجزئية غير الخالية مـن    dminفي الحقيقة أن  

  أي أن .Gرؤوس البيان 
 0 B)(A, dmin ≥  

  B A  iff            0  B)(A, dmin φ≠= I  
  A)(B, d  B)(A, d minmin =  

   (triangle inequality)ولكن المتباينة المثلثية 
 C)(A, d C)(B, d  B)(A, d minminmin ≥+  

  G فـي  من الرؤوس غير خالية جزئية مجموعاتC و ,AB أن إذلا تتحقق بصورة عامة ،
[3].   

ية صحيحة بالنسبة إلـى  المأخوذة التالية توضح الشرط الضروري لجعل المتباينة المثلث   
  .المسافة الصغرى

  [1] :(1.1)المأخوذة
رأسا b، وليكن G مجموعتين جزئيتين غير خاليتين من مجموعة رؤوس       C و Aلتكن  

   فأن. Gفي
 C)(A, d C)(b, d  b)(A, d minminmin ≥+ . 

  

 ةبعض خواص متعددات حدود وينر لتعميم المساف(2)
Some Properties of the Wiener Polynomials for Generalized Distance  

  

ستقتصر دراستنا في هذا البحث على دالة المسافة الـصغرى فقـط وعنـدما تكـون                
  :ولأجل ذلك نضع التعريف الأتي. أحاديةAالمجموعة

  
  



  …متعددات حدود وينر
 

  

  ١٠٧

   :(2.1)التعريف
−− مجموعـة  S، ولـتكن  p بيانا متصلا برتبة   Gليكن )1n(  مـن رؤوسG  ،إذ 

pn2أن   ، فأنGأي رأس في v، وليكن ≥≥
S}) u   :u){d(v,min   S)(v, dn ∈=   

  واضح أن 
S)(v, dn  0  ;          فأن∋S   v       عندما =  

S)(v, dn 1  ;           فأن∌S    v عندما  ≥  
   :(2.2)التعريف
 والتي لكل منها المسافة الصغرى بين الرأس     )S,v( عدد الأزواج  G, Cn)(k ليكن

vوالمجموعة S ،)1nS( k  S)(v, dn ، أي أنkهي=− = .  
  بأنها متعددة الحدودG للبيانn-الآن نعرف متعددة حدود وينر

  xk) (G,C  x)(G; W k

0k
nn

n

∑
δ

=
=      … (2.1)  

  المعرف بـG للبيانn-هو قطرnδ أنإذ
} 1nS , V S, V  v: S)(v, d {max  (G)diam nn −=⊆∈==δ  

 ـ ، والذي   G للبيان n-ويعرف دليل وينر   بأنه مجموع المسافات   Wn (G)يرمز له ب
  ، أي أن G في البيان,S)(vالصغرى لكل الأزواج 

∑
⊆∈

=
VS,Vv

)S,v(
nn )S,v(d (G)W      … (2.2) 

1nS أنإذ −=.  
 n- بأنـه مـشتقة متعـددة حـدود وينـر     n-وكذلك يمكن التعبير عـن دليـل وينـر    

1xعندماxلـ = ،  
  أي أن 

∑
δ

=
=

=′=
n

1k
n1xnn )k,G(C kx)(G;W (G)W     … (2.3) 

 سوف نذكر n-ومن المفيد جدا ولأجل تسهيل كثير من المعالجات لمتعددات حدود وينر      
   .n-متعددات حدود وينر بعض خواص معاملات

V(G)Sلنفرض أن  1nS، وأن ⊇ −=  ،pn2 هو بيان متصل   G أن إذ. ≥≥
  .pبرتبة 
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 التي نستطيع أن نكونها هو     ,S)(v إن عدد الأزواج   (1)







−1n

p  
p    وأن مجموع المعاملات ،

  هو
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1p

p 
1n

p  
1)np ()i,G(C
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                          …(2.4) 

   هوx)(G; Wn الحد المطلق في (2)






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
−
−

=
2n
1p

p)0,G(Cn             … (2.5) 

  Cn(G,1) المأخوذة الآتية تعين لنا قيمة المعامل(3)
  

  :(2.3)المأخوذة 
pn2 ولكل pبرتبةGلكل بيان متصل   ، يكون≥≥

∑
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  :البرهان
 يمثل عدد v(λ(ولنفرض أن v مجموعة الرؤوس المتجاورة مع الرأس N)v( لتكن

1nS أنإذ، Sالمجموعات الجزئية −=،Sv∉وأن   N(v)S φ≠I إذا لكل رأس ،v 
    يكونGفي
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  وهكذا نحصل على 

∑
∈ 
















−
−−

−







−
−

=
Vv

G
n 1n     

vdeg1p
1n
1p

)1 ,G(C  

              ∑
∈









−
−−

−







−
−

=
Vv

G

1n      
vdeg1p

1n
1p

p  

   :( 2.4)التعريف
يمثـل عـدد    k)G,(v,Cn، ولنفـرض أن   G رأسـا فـي بيـان متـصل        vليكن  
−−المجموعات )1n(  ها من رؤوس البيان   والتي يمكن تكوينG والتي كل منها تبعد بمسافة k 
3nو 0k أن إذ.vعن الرأس ≥≥   
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  واضح من التعريف أعلاه أن
∑
∈

=
Vv

nn  )k,G(C)k,G,v(C       … (2.6) 

0kلكل ≥  
   بـv بالنسبة إلى الرأس n-ونعرف متعددة حدود وينر

∑
δ

=
=

n

0k

k
nn x)k,G,v(C)x;G,v(W     …(2.7)  

  .G للبيانn-هو القطرnδ أن إذ
   نستنتج أن(2.7) ،(2.6) ،(2.1)من 

∑
∈

=
Vv

nn  )x;G(W)x;G,v(W      … (2.8) 

  :والتي يمكن إثباتها بسهولة كالأتي
  بما أن

∑
δ

=

=
n

0k

k
nn  x)k,G,v(C)x;G,v(  W  

  نحصل علىV(G) فيvوبأخذ المجموع للطرفين لكل رأس 

∑ ∑∑
∈ ∈
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Vv Vv 0k
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 x)k,G,v(C)x;G,v(W
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                                                           )x;G(Wn=   

    : الخاصةانات البيلبعض  n - متعددات حدود وينر(3)
n-Wiener Polynomials of some Special Graphs: 

  

نلاحظ في إيجاد متعددات حدود وينر نسبة للمسافة الاعتيادية ، أن بالإمكان الحصول             
على صيغة للحدودية عندما يكون للبيان انتظام معين بحيث يمكـن حـساب الـصيغة العامـة                 

 ، لذلـك نأخذ بعـض      n-نصادفها أيضا عند إيجاد متعددة حدود وينر      وهذه الحالة   . kxلمعامل
-وقد أوجدنا في هذا البند متعددة حدود وينر. البيانات الخاصة لأن لها انتظاماً كبيراً في تراكيبها 

n     للبيان التام ، وللبيان الثنائي التجزئة التام ،ولبيان النجمة والعجلة ، ولبيان الـدرب وكذلــك 
  . ونعتقد أنه بالإمكان إيجاد متعددة الحدود هذه لبيانات خاصة أخرى . رة لبيان الدا
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)1n( تمثل أي مجموعة جزئية مكونة من      Sسوف نفرض أن   من رؤوس أي مـن     −
  .البيانات الخاصة المذكورة لاحقا في هذا البند 

 والتي كل   G في البيان  Sلمجموعات الجزئية  يمثل عدد ا   v(kλ(ونفرض أن الرمز  
n,...,2,1kولكل من ∌Sv  أن إذ v عن الرأس    kمنها تبعد بمسافة   δ=  علما أن ،nδ  هـو

   .G للبيانn-قطرال
  ملاحظة أن من السهولة 

 )v( k) (G,C
Vv

kn ∑
∈

λ=       … (3.1) 

  
  :  بيان تام وبيان ثنائي التجزئة تام(3.1) 

Complete and Complete bipartite graphs: 
  

pn2، إذا لكل pبيانا تاما برتبة pKليكن   ، فأن ≥≥


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
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)1n()0,K(C pn

 

  و
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)v(1 

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−

=λ  
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  وعليه فأن 
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−
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p1) ,K(C pn
 

)K(1وبما أن  pn =δفأن متعددة حدود وينر ،-n للبيان التام هي   

 x 
1n
1p

p
2n
1p

p)x;K(C pn 
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




−
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+



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−

=                                    … (3.2) 

 لاحظ أن 

x)1p(p
2
1p)x;K(Wx)1p(pp)x;K(W Pp2 −+=≠−+=   

 عندما )v{,u({ لا يتطابق مع الزوج )v,}u({ون الزوج المرتبوذلـك بسبب ك

vu 3nوبناء على ذلـك يستحسن أن نفرض أن. ≠    .(3.2) في العلاقة ≤
  : هوpKللبيان التامn -واضح أن دليل وينر
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







−
−

=
1n
1p

p)K(W pn
        … (3.3) 

βαالآن نأخذ البيان الثنائي التجزئة التام  ,K،أن مجموعتي التجزئة للرؤوس هما  إذ :  
},v..., ,v,v{V 211 α=  

} v..., ,v,v{V 212 β+α+α+α= . 

x;K(W(لأجل إيجاد  ,n βαنجد معاملات الحدود .  
   فأن(2.5)من العلاقة 

           p                        ;
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   ، نحصل على (2.3)أخوذة ومن الم
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  :وبهذا نحصل مما تقدم على العبارة الآتية
  

   :(3.1)العبارة
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 :Star and Wheel graphs       : بيان نجمة وبيان عجلة(3.2) 
  

   :(3.2)العبارة 
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  :البرهان 
1P, 1Kبيان ثنائي التجزئة  هي  pF النجمة بما أن  1p و α=1،فأن تعـويض  − −=β 

 (3.6 )العلاقتين ،وإجراء بعض العمليات التبسيطية نحصل على (3.5 )  و(3.4 )في العلاقتين 
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  :Path graph              : بيان درب(3.3) 
  .(2-3) كما هو مبين في الشكلp بيان درب برتبةpRليكن

  

   بيان درب )(2-3الشكل 
   .pR لبيان دربn-المأخوذة الآتية تعين لنا قطر

  :(3.4)المأخـوذة
1npn، فأنpR لبيان دربn-قطرnδليكن +−=δلكل pn2 ≤≤.  

  :البرهان
1p2فأنn = 2  واضح أنه عندما −=δو قطر وهpR    ويـساوي المـسافة بـين ،
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1vوالمجموعة هي  }v,v{ 1pp }v,v{ والمجموعة هيpvأو الرأس− 2p3 إذا 21 −=δ.  

v1 v2 v3 vp-1 vp 



  علي عزيز علي  و أحمد محمد علي
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  وبهذا يتم البرهان 
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  :البرهان
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   .= k 2 بتعويض(3.11)والتي تطابق ما نحصل عليه من العلاقة 
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  وبهذا يتم البرهان 

  
  :(3.6)النتيجة 
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  :البرهان

 بالنسبة  (3.10) وذلـك باشتقاق الصيغة     (3.12)باشرة يمكننا الحصول على العلاقة      م
1x والتعويض عن    xإلى k,R(C( عن، ثم بعد ذلـك نعوض   = pn   بما يقابلهـا بالـصيغة 

(3.11).  
  :Cycle graph            : بيان دارة(3.4)

3p حيث أنpبيان دارة برتبةpLليكن pn3 ، ولنفرض أن≤  ، فأن ≥≥
  .(3-3) المبين في الشكلpL للبيانn-المأخوذة الآتية تعطينا قطر
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  (3-3)الشكل
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−− هي مجموعةS وأنPL أي رأس فيivليكن )1n( من الرؤوس بحيث

Svأن i k  S), (v d وأن ∌ in    .(3-3)لاحظ الشكل =
    لا تحتوي على أي من الرؤوس في المجموعةSإذا

}v,...,v,v,v,...,v,v{U 1ki2i1i1ki1ii −++++−−=   



  …متعددات حدود وينر
 

  

  ١١٩

kiv يجب أن تحتوي إما علىSولكن kiv أو على + وبذلك .  أو تحتوي على كليهما−
  : وهي Sفأن هنالك ثلاث حالات للمجموعة 

}]v{U[)V(LS                          ; S v, Sv kiPkiki −−+ −⊆∉∈ U  

}]v{U[)V(LS                     ; S v, Sv kiPkiki ++− −⊆∉∈ U  

U)V(LS                             ; Sv,v Pkiki −⊆∈+−  
1k2Uوبما أن  −=.  

  :واستنادا إلى هذه الحالات فأن عدد هكذا مجموعات هو









−

+−
+








−

+−
=λ

3n     
)1k2(p

2n     
)1k2(p

2)v( ik
 ,  pi1 ≤≤   

nk1، فأن لكل (3.1)واستنادا إلى العلاقة  δ≤≤يكون ،  

















−

−−
+







 −−
=

3n    
1k2p

2-n    
1k2p

2p)k,L(C pn

 
  .وبهذا يتم البرهان

  
  :(3.9)النتيجة 

  : معطى بالصيغة الأتيةp برتبةPL لبيان دارةn-دليل وينر

; 
3n   

1k2p
2n   

1k2p
2 kp)L(W

n

1k
pn ∑

δ

= 















−

−−
+








−

−−
=  

1 أنإذ
2

np
n +



 −

=δوأن ،pn3 ≤≤.   

  
  :البرهان

1x والتعويض عنxبالنسبة إلى PL لبيان الدارة n-باشتقاق متعددة حدود وينر = 
  .نحصل على الصيغة أعلاه 
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