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Abstract 
We studied the stability of the steady state solutions for Fisher 

Equation in two cases, the First one with constant amplitude and we show 
that the steady state solution 11 =u is always stable under any condition, but 
the other two solutions 01 =u and )cos()(1 XnAxu π=  are conditionally 
stable. 

In the Second case, we studied the steady state solutions for various 
amplitude by using two Methods. The First is analytically by direct Method 
and the second is numerical method using Galerkin technique which shows 
the same results, that is the steady state solution 11 =u  is always stable 
under any conditions, but the other two solutions 01 =u and 

)cos()(1 XnAxu π= are conditionally stable. 

  
  الملخص

ــة      ــة لمعادلــ ــول اللازمنيــ ــتقرارية الحلــ ــل اســ ــم تحليــ   تــ
 Fisher             11وفي حالتين، الأولى في حالة كون السعة ثابتة، وقد تبين أن الحل اللازمنـي =u 

ــان      ــلان اللازمني ــا الح ــشروطة ، أم ــر م ــصورة غي ــا وب ــستقر دائم 01م =u 
cos()(1(و XnAXu π=قران بصورة مشروطة فهما مست.  

أما الحالة الثانية فقد تم دراسة استقرارية الحلول اللازمنية في حالة كون السعة متغيرة              
 تـم   إذ Galerkin، والثانية طريقة عددية هـي طريقـة          ، الأولى تحليلية   وباستخدام طريقتين 

11 ، وهي أن الحل اللازمني التوصل إلى نفس النتائج =u  01 قر دائما، أما الحلانمست =u  
cos()(1(و XnAXu π= فهما مستقران بصورة مشروطة .  
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   Introduction              المقدمة.1
فيزيائي أو بايولوجي أو غيره إذا ما تعـرض إلـى تـأثيرات             ) System(إن أي نظام    

 في جميع الأزمنة    اً كبير ثيراًتأفي زمن ما ولم يتأثر سلوك النظام        ) اضطرابات صغيرة (خارجية  
 Solar(، فعلى سبيل المثال إن النظام الشمسي )Stable(المقبلة، فان هذا النظام في حالة مستقرة 

System (      على الزمن الذي تتحرك فيه الكواكـب حـول          الاعتمادالموجود حاليا هو في حالة 
إضافي صغير إلـى هـذا      الشمس وبشكل منتظم، ومن المعروف انه إذا ما أُدخل جسم سماوي            

النظام فان الحالة الأصلية لن تتأثر بالإزعاجات الصغيرة التي يحدثها ذلك الجسم، لذلك يمكـن               
، ويمكن أن تثار أسئلة مماثلة حول الاستقرارية فـي   )Stable(ن الحالة الأصلية مستقرة     أالقول  

  ] .5[كل مشكلة فيزيائية أو طبيعية 
 ـبوصفها   اقترحها   إذ )1937( فيشر في عام      العالم وضعها Fisherإن معادلة     اًنموذج

  .[2] لدراسة علم حركة السكان و انتشارهم اًرياضي
 غيـر   Fisher حلول الموجة المنتقلة لمعادلـة       Gourley  [4]درس  )2000(في عام   

 لاحظ حلول الموجة المنتقلة التـي  إذ التفاعل –المحلية وهي حالة خاصة من معادلات الانتشار   
بتطوير  Puri &   [9] Wieseقام ) 2002( بين حالتين منتظمتين من المسالة، وفي عام تربط ما

 -توسعات الاضطراب للحصول على حلول لمسائل القيم الابتدائية لنوعين من معادلات الانتشار 
- Ginzburg ،  والثانية معادلـة  Fisher، الأولى معادلة ) Diffusion Equations(التفاعل 

Landauدرس ) 2004(تمدة على الزمن،وفـي عـام    المع Ortega & Mendez  &  Fort  
 ، لقد اثبت البحث بان      Fisherدور زمن التأخير في نمذجة مدى التوسع البايولوجي لمعادلة          [7]

  بها للموجة المتقدمة مقارنة مع النموذج الكلاسيكي لمعادلةبأزمن التأخير يقلل من السرعة المتنَ

Fisher  لة معاد( أيFisher  دون زمن التأخيرمن.(  
 Steady State(تم دراسة تحليـل اسـتقرارية الحلـول اللازمنيـة     تفي هذا البحث س

Solutions (  لمعادلةFisher   تناول دراسة تحليل الاستقرارية في حالـة       ت ى وفي حالتين، الأول
لـسعة متغيـرة مـع    تناول دراسة تحليل الاستقرارية في حالة كون ا    ت ةالثانيكون السعة ثابتة، و   

  . العددية في هذه الحالةGalerkinاستخدام طريقة 
  

 Mathematical Model          النموذج الرياضي .2

  :  والتي صيغتهاFisherإن من معادلات الانتشار غير الخطية معادلة 
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وعند الموقـع  ) t(عند الزمن ) Population Density( تمثل كثافة السكان u(x,t)إن 
)x (  ،Dهي معامل الانتشار )Diffusion Coefficient ( ، وهي موجبة دائماr  تمثل معـدل 

ة أيضا وتزداد إذا وجدت زيادة هائلة في الـسكان ،  وهي موجب) Growth Rate(نمو السكان 
   .[8]وهي تبين كيفية حال السكان بعد زمن معين

 فهـي  x∈[0,1]  في الفترة Fisherأما الشروط الحدودية والابتدائية المستخدمة في حل معادلة 
  : [3]وهي ) Neumann Boundary Conditions(الشروط الحدودية لنيومان 
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)()0,( xfxu =          , ]1,0[∈x  

  : [11 ,10] اللابعدية سوف نعرف القيم اللابعدية آلاتيةFisherلغرض إيجاد معادلة 

t
L
DT

L
xX 2, ==  

  : أي أنx تمثل طول الفترة لـ Lحيث 

 
  :وباستخدام هذه التحولات نحصل على

Lx ≤≤0
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  . Fisherتمثل الصيغة اللابعدية لمعادلة ) 4(مع الشروط الحدودية ) 3(المعادلة 
   Stability Analysis           تحليل الاستقرارية. 3

1)(نفرض أن النظام قد تعرض إلى إزعاج، ونفرض أن  Xuظام  تمثل حالة الن
2),(اللازمنية و  TXu [5 ] تمثل حالة الإزعاج المفروضة:  

),()(),( 21 TXuXuTXu +=      …(5) 

  : نحصل على ) 3(في المعادلة ) 5(بتعويض 
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  :  عن الحالة الزمنية وكما يأتي Fisher ويمكن فصل الحالة اللازمنية لمعادلة
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 Fisherتمثل الحالـة اللازمنيـة لمعادلـة        ) 7( مع الشروط الحدودية    ) 6( حيث أن المعادلة    
)Steady State Of Fisher Equation .(  
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  . Fisher تمثل الحالة الزمنية لمعادلة) 9( الشروط الحدودية مع )  8(حيث أن المعادلة 
  
  
    Uniform Steady State Solution                            : الحل اللازمني المنتظم.4

1  , 0لها حلان )  7(مع الشروط الحدودية ) 6(المعادلة  11 == uu   همـا الحلـول  
1 0أن إذ ) Constant Solutions(الثابتة  =u 4[  يسمى أيضا بالحل التافه . [  

مـع  ) 6(للمعادلـة  ) Nonconstant Solution(وللحصول على الحل غير الثابـت  
  : لتصبح ] 5,10) [6( للمعادلة Linearized Stability Analysis الشروط الحدودية نلجأ إلى 

0 1

2

2
1

2

=+ u
D

rL
dX
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   :هي معادلة تفاضلية اعتيادية خطية ومتجانسة والحل العام لهذه المعادلة هو ) 10( إن المعادلة 
MXBMXAXu sincos)(1 +=      …(11)  

حيث أن 
D

rLM
2

= ، AB   .  ثوابت   ,  

  : نحصل على)11( في المعادلة (7)بتعويض الشروط الحدودية 
0=BM         …(12) 

0)( cos )sin( =+− MBMMAM     ...(13) 

0بما أن ) 12(من المعادلة 
2

>=
D

rLM 0 إذن=B .   

  : نجد أن ) 13(  في المعادلة Bبالتعويض عن قيمة
0)sin( =− MAM  

   .M<0حيث أن 
01ل التافه  وهذا هو الحA=0إما  =u   
  أو 

0)sin( =M  

πnM =⇒   , K, 3 , 2,1 ±±±=n  

πn
D

rL
=⇒

2

 , K, 3 , 2,1 ±±±=n  
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=⇒  , K, 3 , 2,1 ±±±=n  

  : هو) 7( الذي يحقق الشروط الحدودية  Fisher  الحل اللازمني لمعادلةاًإذ
K, 3 , 2,1,)cos()(1 ±±±== nXnAXu π   …(14) 

  ): حالة الاضطراب(تحليل الاستقرارية في حالة السعة الثابتة. 5
2),(تمثل الحالة الزمنية لمعادلة فيشر وبإهمال ) 8(إن المعادلة 

2 TXu لأنه مقدار  
  ] .5) [حسب فرضية أن الإزعاج صغير(صغير جداً 

  : تصبح) 8(المعادلة 
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  : نفرض أن
)(

2  P),( ctxikeTXu −=        …(16) 
، )Amplitude( تمثل سـعة الموجـة   P<0 تمثل العدد الموجي،   k<0حيث أن   

قـدة   فتمثل سرعة الموجة، وهـي ذات قيمـة مع         cوتكون في هذه الحالة ذات قيمة ثابتة، إما         
)Complex ()( 21 iccc  بهذه الحالة هي التي     2c ، وان القيمة الموجبة أو السالبة لـ         =+

02على التوالي ، فعندما تكون      أو تلاشيه   الإزعاج  تؤدي إلى نمو     >c      فالنظام يكـون غيـر 
02، وعندما تكون ) Unstable(مستقر  <c ًفالنظام يكون مستقرا )Stable ([5] .  

  : نجد أن ) 15( في المعادلة ) 16( بتعويض الفرضية 
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  : يمكن تبسيط المعادلة السابقة لتصبح
)(2
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  : بعد فصل الجزء الحقيقي والجزء الخيالي نحصل على
01 =− ikc  
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XurLrLDkc )(2 1
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−+−
=⇒      …(18) 

التي تؤدي إلى تحديد حالة ) Amplification Factor( هي عامل التضخم 2cبما أن 
1)( حلول لا زمنية     ةالاستقرارية، وان هناك ثلاث    Xu   لمعادلة Fisher       لذلك فهنـاك ثـلاث ، 

  : هي) 16(ت للمعادلة حالا
  

  : الحل اللازمني الأول1.
01عندما تكون  =u تصبح ) 18( ، فان المعادلة  

kD
rLDkc

22

2

+−
=        …(19) 

01وبذلك يكون الحل  =u مستقراً إذا كانت   
22 rLDk >  

02 , 0 , 0حيث  >>> rDL    
  

  :  الثانيالحل اللازمني2.
11عندما  =u تصبح) 18( ، فان المعادلة :  

kD
rLDkc

22

2

−−=  

[ ]
kD

rLDkc
22

2
+−

=⇒  

0 , 0 , 0 , 0بما أن   2 >>>> rDLk  02  لذلك تكون <c  دائما وبذلك يكون النظام فـي 
  . هذه الحالة مستقراً دائما

  

 : الحل اللازمني الثالث3.
XnAXuن عندما يكو πcos)(1   : تصبح) 18(فان المعادلة ) 14( كما في المعادلة =

kD
XnArLrLDkc )cos(2 222

2

π−+−
=     …(20) 

02نـضع ) Neutral Stability Curve(ولإيجاد منحني الاستقرارية المتعادل  =c ،
  : على) 20( فنحصل من المعادلة n=1ونأخذ اقل قيمة ذاتية عندما يكون 

)cos(2 222 XArLrLDk π−=  
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ــث أن  k ،  0  ,  0<0  وان D<0  و r<0حيـ 2 >> LA ــق ــيم المنطلـ    وقـ
10               : هي Xلـ  ≤≤ X  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  
  

  ): حالة الاضطراب(حليل الاستقرارية في حالة السعة المتغيرةت.6
تم في هذا البند دراسة الاستقرارية في حالة السعة المتغيرة وبطريقتين، الأولى            تسوف  

دراسة الاستقرارية بطريقة تحليلية ، والثانية دراسة الاستقرارية بطريقة عددية باستخدام طريقة            
Galerkin العددية  .  

  نفرض أن 
)(

2 )(),( ctxikeXFTXu −=       …(22) 

 

stable  

Unstabl

K  

  )1(الشكل 
  ) 21(يمثل منحني الاستقرارية المتعادل للمعادلة 

5.0  ,  1  ,  1  ,  1عندما  2 ==== DrLA.  

X  
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 تمثل سعة الموجة XF)( هي قيمة حقيقية لا بعدية لطول الموجة ، k<0حيث أن 
)Amplitude ( وتكون في هذه الحالة متغيرة أي دالة بدلالة ،X [  6] .   

  : نحصل على ) 15(في المعادلة ) 22(بتعويض المعادلة 

)(
1

2
)(

2

)()()(2)(

)()(2)(

)()(2)()(

ctxikctxik

ctxikctxikctxikctxik

eXFXu
D
rLeXF

D
rL

eXFeXFkieXFkeXikcF

−−

−−−−

−+

+′′+′+−=−
 

  : بعد تبسيط المقدار نحصل على
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  :بعد فصل الجزء الحقيقي والجزء الخيالي نحصل على
)(2)(1 XFkiXFikc ′=−  
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  : بحتص) 9(والشروط الحدودية 
10   0)( ===′ XandXatXF    …(25) 

  
  Analytical Solution          الحل التحليلي: أولا

  : بالشكل الأتي ) 24(يمكن كتابة المعادلة 
0)()( =+′′ XFXF λ       …(26) 

  حيث أن 
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  : يكون بالصيغة آلاتية) 6 2(إن الحل العام للمعادلة 
XbXaXF λλ sincos)( +=      …(28) 
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  يمكن أن نحصل على ) 5 2(بتعويض الشروط الحدودية 
0=λb                              …(29) 

0cossin =+− λλλλ ba      …(30) 
   . b=0 لذلك فان λ<0، بما أن ) 29(من المعادلة 

  : تصبح) 30( المعادلة اًإذ
0sin =− λλa  

   λ<0                   حيث
  .  وهذا يؤدي إلى الحل التافهa=0إما 
0sin                أو  =λ  

2)( πλ n=⇒    K, 3 , 2,1 ±±±=n  
  : نحصل على ) 27(من المعادلة 
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 هي التي تؤدي إلى تحديد حالة الاستقرارية، وان هنـاك ثلاثـة حلـول لا زمنيـة                  2cبما أن   
)(1 Xu لمعادلة Fisher هي) 31( ، لذلك فإن هناك ثلاث حالات للمعادلة :  

  

  :  الحل اللازمني الأول1.
01عندما  =u تصبح) 31( فان المعادلة :  

kD
rLDnDkc

222

2

)( +−−
=

π      …(32) 

01وبذلك يكون الحل  =uاً مستقر) Stable ( إذا كان :  
222 )( rLDnDk >+ π  

02 , 0 , 0               حيث >>> rDL   
  

  :  الحل اللازمني الثاني2.
11عندما  =u تصبح) 31( فان المعادلة :  



  … Fisherتحليل الاستقرارية لمعادلة 
 

 

  ٣٩

kD
DnrLDkc

222

2

)( π−−−
=  

[ ]
kD

DnrLDkc
222

2

)( π++−
=⇒  

0 , )(0 , 0 , 0 , 0بما أن    22 >>>>> rDLnk π   02 فان <c     دائما، وبذلك يكون الحل 
11 =uدائمااً مستقر  .  

  

  :  الحل اللازمني الثالث3.
cos()(1(عندما  XnAXu π= تصبح) 31( فان المعادلة :  

kD
rLDnXnArLDkc

2222

2

)()cos(2 +−−−
=

ππ    …(33) 

02نضع ) Neutral stability curve(نحني الاستقرارية المتعادل ولإيجاد م =c  ونأخذ اقـل 
  : على) 33( فنحصل من المعادلة n=1قيمة ذاتية عندما 

2222 )()cos(2 rLDXArLDk +−−= ππ  

8696.9)cos(2 22

−−=⇒
D

XArL
D

rLk π     …(34) 

2 0 , 0 , 0 , 0 , 0حيث أن  >>>>> rDkLA وقيم المنطلق لـ X 10 هي ≤≤ X      .                                               

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

stable  

Unstable 

K  

  )2(الشكل 
  ) 34(ني الاستقرارية المتعادل للمعادلة يمثل منح

00652.0  ,  1  ,  10  ,  1عندما  2 ==== DrLA.   

X  
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   العددية  Galerkinتقنية : ثانيا
باستخدام طريقـة    ) 25(مع الشروط الحدية    ) 24(سوف يتم إيجاد حل عددي للمعادلة       

Galerkin 1[ العددية.[  
  : بالشكل الأتي ) 26(ة نفرض أن الحل للمعادل

∑
∞

=

+=
1

)sincos()(
v

vvvv XBXAXF λλ     …(35) 

  :  نحصل على  )35(بأخذ أحد حدود الحل السابق للمعادلة 
XBXAXF vvvv λλ sincos)( +=     …(36) 

  :  نجد أن(25)وباستخدام الشروط الحدودية 
0=vvB λ         …(37) 

0cossin =+− vvvvvv BA λλλλ      …(38) 
  : تصبح) 38( لذلك فان المعادلة vB=0 اً إذvλ≠0بما أن ) 37(من المعادلة 

0sin =− vvvA λλ  
  .  وهذا هو الحل التافه vA=0إما ، vλ≠0بما أن 

  أو 
0sin =vλ  

K,3,2,1, ==⇒ nnv πλ  
  : يصبح ) 25(لكي يحقق الشروط الحدودية ) 36( الحل اً ، إذvB=0بما أن 

XAXF vv λcos)( =  
  حيث أن 

K,3,2,1, == nnv πλ  
، ولكـي يحقـق     )35(، لذلك فان الحل     )35(هو أحد حدود الحل المفروض      ) 36(بما أن الحل    

  : الأتي ليجب أن يكون بالشك) 25(الشروط الحدودية 

∑
∞

=

=
1

cos)(
v

vv XAXF λ       …(39) 



  … Fisherتحليل الاستقرارية لمعادلة 
 

 

  ٤١

K,3,2,1, == nnv πλ  
  : نحصل على ) 24(في المعادلة ) 39(بتعويض المعادلة 

0cos)(2)cos(
1

1

2

2
2

2

1

2 =






 −−−+− ∑∑
∞

=

∞

= v
vv

v
vvv XXu

D
rLkck

D
rLAXA λλλ  

والـذي  ) Error( فان التقريب هنا لا يساوي صفراً بل هو نسبة خطأ            Galerkinحسب طريقة   
  : أي أن ) Residual(يطلق عليه المتبقي 

=∈






 −−−+− ∑∑
==

p

v
vv

p

v
vvv XXu

D
rLkck

D
rLAXA

1
1

2

2
2

2

1

2 cos)(2)cos( λλλ  

جعله اقل   إلى نسعى   Galerkin وحسب طريقة    ∋)(أ أو المتبقي    وحيث أن هذا الخط     
، وان التكامل المحدد بالشروط الحدوديـة للمتبقـي الـسابق    )Minimize the error(ما يمكن 

  : لذلك فان] 1[مضروباً بدالة يكون مساويا للصفر 
  

…(40) 
 
  
  

  اسبة  هي دالة مثلثية منXmϕ)(حيث أن 
XX mm λϕ sin)( =  

K,3,2,1, == mmm πλ  
  : نحصل على ) 40(من المعادلة 

2
1

2

2
2

2

)(2
vXu

D
rLkck

D
rL λ=−−−  

2
1

2

2
2

2

)()(2
πnXu

D
rLkck

D
rL

=−−−⇒  

kD
rLDnXurLDkc

22
1

22

2
)()(2 +−−−

=⇒
π    …(41) 

 Galerkin وهذا يدل على كفاءة طريقة (31) هي مطابقة للحل التحليلي (41)نلاحظ أن المعادلة 
ى صحة الحل التحليلي الذي تم التوصـل إليـه فـي إيجـاد شـروط         العددية وكذلك يبرهن عل   

  .  في حالة السعة المتغيرةFisherالاستقرارية لمعادلة 
  

  0)()cos()(2

)()cos(

1 1
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