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 كلية العلوم           كلية التربية
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  ١٦/١١/٢٠٠٦: تاريخ قبول البحث      ٣/٩/٢٠٠٦: تاريخ استلام البحث
  

ABSTRACT 
In this paper we have investigated viscous flow in symmetric thin 

liquid films which are inclined by an inclination angle β  to the horizontal 
for an incompressible liquids in two dimensions with no inertia force. We 
use the (Navier-Stocks) equations and we obtain equations that govern such 
flow and we solved these equations by numerical methods to obtain the 
thickness of the film.  

  

  الملخص
 الرقيقـة المتنـاظرة     الأغـشية في هذا البحث تم التطرق الى دراسة الجريان اللزج في           

ظام ثنائي البعد وذلـك     غير القابلة للانضغاط في ن     للسوائل   الأفقيحداثي  لإامع   βالمائلة بزاوية   
 وتـم الحـصول علـى       ) سـتوكس  -نافير   (اتالقصور الذاتي ، إذ استخدمت معادل      قوى   بإهمال

 لإيجـاد  حلول المعادلات بالطرق العدديـة  إيجادالمعادلات التي تحكم هذا النوع من الجريان وتم     
  . سمك الغشاء 

  

   : Introduction المقدمة (1-1)
 هي حالة خاصة في ميكانيك الموائع ، والتـي تتكـون   (Thin films) الرقيقة الأغشية

 لها الأغشية  ، ونحافة هذه (Surface tension) السطحي عادة من الهواء وسائل لزج مع الشد
  .  كبيرة في كثير من التطبيقات الصناعية مثل عمليات الطلاء أهمية

سرالرقيقـــة ســـابقاً العديـــد مـــن البـــاحثين ، فقـــد درس الأغـــشية د   
(Abdul Ahad, 1994)   كمـا درس   الرقيقـة ،  الأغـشية  الشروط الديناميكية علـى سـطوح

)Morshed, 1996 ( كما أهتم كل مـن  .  الرقيقة للسوائل الأغشيةالشروط الحدية على سطوح
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(B. R. Duffy and S. K. Wilson, 1997) لموائـع ل الرقيقة اللزجة الأغشية بدراسة جريان 
 الجريان فـي  (Javier, 2000)والتي يكون فيها الغشاء سطحاً حراً بوجود الشد السطحي ودرس 

ي يكون للشد السطحي والجاذبية تأثير في جريان الموائع باسـتخدام نظريـة     الرقيقة والذ  الأغشية
 ,Mustafa(و) Khdur, 2003(كما درس كـل مـن   .  (Lubrication Theorem)التزييت 

  .    الرقيقة والمائلة بزاوية الأغشية في اللازمني والجريان الزمني) 2003
في الغـشاء المتنـاظر المائـل        دراسة الجريان اللزج     إلىبحثنا هذا سوف نتطرق     في  

 جهد القص على السطح الحر يكـون مـساوياً للـصفر            أنلسوائل غير قابلة للانضغاط باعتبار      
   (1-1)وكما موضح في الشكل ى القصور الذاتي وبانعدام قو

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  (1-1)الشكل 

  مقطع عرضي في غشاء رقيق متناظر مائل
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   : (Governing equation) المعادلات التي تحكم الجريان (1-2) 
),(ليكن   vuq      يمثل متجه السرعة للجريان ، وان ),(,),,( txuutyxvv ==  

),,( على الترتيب و     ,xyتمثلان مركبتي السرعة في الاتجاهين       tyxpp .  يمثل الضغط  =
   : تيةالآا الصيغة  معادلة السطح الحر للغشاء المتناظر لهإن

),( txhy ±=        …(1.2.1) 

),( إنحيث  txh يمثل سمك الغشاء  .  
سوف نحصر اهتمامنا بالحالة التي يكون فيها   
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   : تيةالآفتصبح بالصيغة 
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نائي  التي تحكم الجريان في الغشاء المتناظر المائل وفي النظام ث          الأساسيةالمعادلات   إن
  :  وعلى الترتيب ,xyفي الاتجاهين ) توكس س-نافير ( الزخم ا معادلتماالبعد ه
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   : تيةالآومعادلة الاستمرارية التي لها الصيغة 
0=

∂
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x
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   : إلى ن تختزلا(1.2.5) و (1.2.4)باستخدام نظرية التزييت ، فان معادلتي الزخم 

)sin(2

2
βρµ g

x
u

x
p

+








∂
∂

=
∂
∂      …(1.2.7) 



   حكمت شريف مصطفى و خضر محمد صالح_غانم عبد الأحد زيف جو
 

 

 ١٥٢

)cos(2

2

βρµ g
x
v

y
p

−







∂
∂

=
∂
∂      …(1.2.8) 

  :  ، نحصل على y  إلى بالنسبة(1.2.6)بتكامل معادلة الاستمرارية 

x
uyv
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  :  ، نحصل على (1.2.8) وتعويضها في xإلى تين بالنسبة  مر(1.2.9)باشتقاق المعادلة و
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   : Boundary conditions الشروط الحدودية (1-3)
  : على السطح الحر للغشاء ) المماسي( القص إجهادشرط  1.

0=







∂
∂

=
sy

u
µτ        …(1.3.1) 

  .  يمثل سطح الغشاء الحر s:  أنحيث 
   : Normal-Stress condition/  العمودي الإجهادشرط . 2

kw σ=         …(1.3.2) 
  .  يمثل الشد السطحي σ : أنحيث 

  :  ، نحصل على (1.3.2)في  (1.2.3)بتعويض 

2

2

x
hw

∂
∂

=σ        …(1.3.3) 

   : أخرى العمودي بصيغة الإجهادكما يمكن إعطاء مركبة 

sy
vpw 








∂
∂+−= µ2       …(1.3.4) 

  : ، نحصل على   (1.3.4) و (1.3.3)ومن المعادلتين 
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  : الآتية  بالصيغة (1.2.6)على السطح الحر ، يمكن كتابة المعادلة 

ss x
u

y
v









∂
∂

−=







∂
∂       …(1.3.6) 

  :  وبعد ترتيب الحدود ، نحصل على (1.3.5) في (1.3.6)وبتعويض 
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  : شرط المشتقة التي تتبع الجسيم على السطح الحر . 3
Material derivative at free surface condition  

  : بالصيغة ،   (1.2.1)دلة السطح الحر للغشاء معايمكن كتابة 
0),(),,( =−= txhytyxF      …(1.3.8) 

  : وباستخدام المؤثر 
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  : نحصل على 
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  :  نحصل على (1.2.7)وبمساواتها مع  x إلى بالنسبة (7-3-1)باشتقاق المعادلة 
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  :  مرتين نحصل على x إلى بالنسبة(1.3.10) ، بتكامل الآن
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  :  دوال اختيارية وان tG)(و tF)( : إنحيث 
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)(0 ، عندما الآن ≠tG  بالصيغة (1.3.11) من الأيمنيمكن كتابة الطرف فانه  :  
)()()( txHtFxtG =+              …(1.3.12) 

  :  ، نحصل على (1.3.11) في (1.3.12)بتعويض 
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  :  ، نحصل على (1.3.9) في (1.3.13)بتعويض 
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  .  المائل  التي تحكم الجريان في الغشاء المتناظرالأساسيةوهذه تمثل المعادلة 
  

  :  الصيغة اللابعدية لمعادلة الجريان للغشاء المتناظر(1-4)
   : الأتي الصيغة اللابعدية ، نفرض إلى (1.3.14)لتحويل المعادلة 
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3
3)( pttH α=        …(1.4.3) 

ــث  )(,),(: أنحي txf ηηη ــة و = 321321 دوال بعدي ,,,,, pppααα 
  .]5[ثوابت

  : ، يكون لدينا   (1.4.3) و, (1.4.2)  (1.4.1)من المعادلات 
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  : ، نحصل على (1.4.10) إلى (1.4.4)بمقارنة المعادلات 
11 −=p   , 32 −=p  , 13 −=p  

321بتعويض قيم    ,, ppp    ومن ثم تعـويض     (1.4.10) إلى (1.4.4) في المعادلات 
  :  ، نحصل على (1.3.14)المعادلات الناتجة في 

0)sin()sin(
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  :  بالصيغة (1.4.11)يمكن كتابة المعادلة 
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  :  ، نحصل على (1.4.12)المعادلة بتكامل 
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  . ثابت التكامل λ : أنحيث 
) ، نضع    (1.4.11)وللحصول على الشروط الابتدائية للمعادلة       )0=′f   في المعادلة 

  :  ، فنحصل على (1.4.13)
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من الرتبة الرابعة تـم حـل       )  كوتا -رانج  ( وطريقة   (MATLAB)باستخدام برنامج   
  :  عددياً عندما (1.4.11)المعادلة 

1=λ   , 
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β =  , 
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  . (2-1)وكما موضح في الشكل 
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   (2-1)الشكل 
) لمستويليمثل منحنيات الحلول  )f,η  وللزوايا أعلاه (1.4.11)للمعادلة   
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   : Conclusion الاستنتاجات (1-5)
 β دراسة الجريان اللازمني في غشاء رقيق متناظر مائل بزاويـة   تفي هذا البحث تم   
 قوى القصور الذاتي وجهد القص على سطح الغشاء وتبـين مـن        الإهمفي نظام ثنائي البعد بعد      

 أن سمك الغشاء يتنـاقص بازديـاد   (2-1) وكما موضحة في الشكل      (11-4-1)حلول المعادلات   
   . ηزاوية الميل ولكن يزداد سمك الغشاء بازدياد المتغير 
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