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ABSTRACT 

The Fisher Equation had been solved numerically by using two 
Methods of Finite Differences Methods. The First is Explicit Scheme 
Method and the Second is Crank–Nicholson Method. A Comparison had 
been made between these two methods and we find that the Crank–
Nicholson Method converges towards saturation state u=1 faster than the 
Explicit Scheme Method (Table 1). Also the numerical stability for both 
Methods had been made, the Explicit Scheme Method is conditionally stable 
and the condition is 
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≤ , while Crank–Nicholson Method has the 

condition 
r
Dh 42 ≤ for step size )(h , but time step )(k  is unconditionally 

stable. 
  

  الملخص
 عدديا وباستخدام طريقتين من طرائق الفرو قات المنتهية، همـا     Fisherتم حل معادلة    

 تمت  ، ومن ثمCrank-Nicholson ، والثانية طريقة (Explicit Scheme)الطريقة الصريحة 
 هي الأدق والأسرع من الطريقـة  Crank-Nicholsonمقارنة بين الطريقتين إذ تبين أن طريقة  
، كذلك تم (1) كما مبين في الجدول u=1  (saturation)الصريحة في الوصول إلى حالة الإشباع

ريقة  ، وقد تبين أن الطFisherدراسة الاستقرارية العددية للطريقتين المستخدمتين في حل معادلة 
ــشروطة   ــصورة م ــستقرة ب ــصريحة م ــو (Conditionally Stable)ال ــشرط ه  ، وال
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−

 مشروطة فقط من ناحية خطـوة       Crank-Nicholson ، في حين أن طريقة       ≥

 حيث أن h)(الطول 
r
Dh 42   .وطة  فهي غير مشرk)( ، أما الخطوة الزمنية ≥
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  المقدمة.1
تعتبر المعادلات التفاضلية خير وسيلة لوصف العديد من المسائل الفيزيائية والهندسـية       
والكيميائية وفي الحقول الأخرى، إذ تمتد تطبيقاتها إلى وصف حركة النيوترونات في التفاعلات             

وكذلك ) Nematic(النووية في المفاعلات وفي علم حركة الارتداد في بلورات السائل النيماتيكي 
اللاخطية التي تـؤدي دورا مهمـا فـي    ) Diffusion Equations(وصف معادلات الانتشار 

إن . Fisherالأنظمة الحركية المشتتة ومن الأمثلة على معادلات الانتشار اللاخطيـة معادلـة             
 ـ(Initial Value Problems) معادلات الانتشار هي مسائل قيم ابتدائية دة وتكون في حالة معتم

 والحل لهذا النوع من المسائل يكون في منطقة (Time Dependent Equations) على الزمن
تخضع لشروط حدودية، وتنتج هذه المسائل في دراسة موجات الضغط في الـسوائل  R مفتوحة 

وفي انتشار الجهد والإزاحة وانتشار الحرارة وغيرها،  وبصورة عامة إن إمكانية الحصول على 
لمسائل الانتشار هي معقدة كثيرا بالرغم من التطـور  ) Analytical Solution(ة حلول تحليلي

المتزايد في المفاهيم والأساليب الرياضية المتبعة لحل المعادلات التفاضلية الجزئية اللاخطية لذلك 
تعد الأسلوب الأمثل لدراسة خواص هذا النوع ) Numerical Solutions(فان الحلول العددية 

  ] .7[دلات من المعا
اقترحها نموذجاً رياضـياً    ) م1937( وضعها العالم فيشر في عام       Fisherإن معادلة     

  .[1]لدراسة علم حركة السكان و انتشارها 
 Fisher حلول الموجة المنتقلة لمعادلـة       S.A.Gourley  [3]درس  ) 2000(في عام   

حظ حلول الموجة المنتقلـة   التفاعل إذ لا–غير المحلية وهي حالة خاصة من معادلات الانتشار    
 Sanjay Puri & kayقام ) 2002(التي تربط ما بين حالتين منتظمتين من المسالة، وفي عام 

Jorg Wiese  [6]   بتطوير توسيعات الاضطراب للحصول على حلول لمسائل القـيم الابتدائيـة
 ،  Fisherادلة ، الأولى مع) Diffusion Equations( التفاعل -لنوعين من معادلات الانتشار 

 vicenteدرس ) 2004( المعتمدة على الزمن ،وفي عام Ginzburg-Landauوالثانية معادلة 

& mendez &  fort  [4] دور زمن التأخير في نمذجة مدى التوسع البايولوجي لمعادلةFisher 
مقارنـة مـع   ، لقد اثبت البحث بان زمن التأخير يقلل من السرعة المتُنَبأ بها للموجة المتقدمـة         

  ). بدون زمن التأخيرFisherمعادلة ( أي  Fisher النموذج الكلاسيكي لمعادلة
 باستخدام طريقتين من طرائق Fisherفي هذا البحث ستتم دراسة الحل العددي لمعادلة     

 Explicit(، الأولى الطريقة الـصريحة  )Finite Differences Methods(الفروقات المنتهية 
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Method( طريقة   ، والثانية Crank-Nicholson       ومقارنة الطريقتين وبيان الطريقة المثلى لحل 
  .، كذلك دراسة الإستقرارية العددية لكلتا الطريقتينFisher معادلة

  
   Mathematical Model       النموذج الرياضي.2

  :  غير الخطية لها الصيغةFisherإن معادلة 
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وعند الموقـع  ) t(عند الزمن ) Population Density( تمثل كثافة السكان u(x,t)إن 
)x ( ،Dهي معامل الانتشار )Diffusion Coefficient ( ، وهي موجبة دائماr تمثل معدل نمو 

وهي موجبة أيضا وتزداد إذا وجدت زيادة هائلة في السكان ، وهـي  ) Growth Rate(السكان 
   .[5]تبين كيفية حال السكان بعد زمن معين

  فـي الفتـرة   Fisherأما الشروط الحدودية والابتدائية المستخدمة في حل معادلـة  

x∈[0,1] فهي الشروط الحدودية لنيومان )Neumann Boundary Conditions ([2]وهي :   










=
∂

∂

=
∂

∂

0),1(

0),0(

x
tu

x
tu

       …(2)                                 

)()0,( xfxu =          , ]1,0[∈x  
إن من اكثر الطرائق استخدماً لحل المعادلات التفاضلية الجزئية هي طريقة الفرو قات             

  .تي تعطي تقريبات جيدة للحلال) Finite Differences(المنتهية 
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  Explicit Methodالطريقة الصريحة                                       .3 
,1تعتمد هذه الطريقة على تحديد قيمة الدالة غير المعروفة            +jiU  عند الـزمن )( 1+jt 

jiUبدلالة قيم الدوال المعرفة عند نقاط الشبكة jiU و+1, jiU و , )( عند الزمن −1, jt وكما في 
  ):1(الشكل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ــسيم المــستطيل  ــدأ أولاً بتق }نب }ctxtxR ≤≤≤≤= ــى ),(: 10  ,  0   إل
)1( −m 1( و( −n من المستطيلات طول ضلع كل منها )( kt )( و ∆= hx  وكما ∆=

  : حيث) 1(في الشكل 

k  
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وان الأسلوب العـام  ) Grid Point(إن نقاط تقاطع هذه الخطوط تعرف بنقاط الشبكة 
لحل المعادلات التفاضلية الجزئية بطريقة الفرو قات المنتهية هو الحصول على الحل عند نقـاط   

)( ونقاط الشبكة قد تكون ناتجة عن تقاطع الخطوط المستطيلة في حالة الشبكة، kh  أو تقاطع ≠
)(الخطوط المربعة  kh ،  وعليه يكون التقريب العددي للمشتقة الجزئية الأولى والثانية للدالة =

)(u نسبة إلى )(x و )(t[9] وباستخدام مفكوك تايلر كما يأتي :  
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  : تصبح) 1(فإن المعادلة ) 5(و) 4(باستخدام المعادلتين 
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  : يمكن الحصول على ما يأتي) 7(لمعادلة من ا

( ) ( )2
,,,1.,12,1, 2 jijijijijijiji UkrkrUUUU

h
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نفرض أن 
2h

k
=α   

( ) ( )2
,,,1,,1,1, 2 jijijijijijiji UkrkrUUUUDUU −++−=− −++ α  

( ) ( )jijijijijijiji UUDUkrkrUUDUU ,1,1
2

,,.,1, 2 −++ ++−+−=⇒ αα  
  :ومن ثم نجد أن
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  . هي المعادلة المستخدمة للحل بالطريقة الصريحة) 8(حيث أن المعادلة 
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 عنـدما   (2)و قات المركزية فان تقريب الشرط الحدودي الأول في المعادلة           ألان باستخدام الفر  
0=iيكون   :  

0),0(
=

∂
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x
tu  

0
2

,10,10 =
−

⇒ −+

h
UU jj  

jj UU ,1,1 −=⇒    nj K , 2 , 1 , 0=   …(9) 
  : ى ما يأتي  نحصل علi=0عندما ) 8( في المعادلة (9)نعوض المعادلة 

( ) jjjj UDUkrUkrDU ,1,0,01,0 2 21 αα +−+−=+   …(10) 
miعندما ) 2(أما تقريب الشرط الحدودي الثاني في المعادلة    :  فإن =

0),1(
=

∂
∂

x
tu  

  :باستخدام الفروقات المركزية نحصل على ما يأتي

0
2

,1,1 =
− −+

h
UU jmjm  

jmjm UU ,1,1 −+ =⇒    nj K , 2 , 1 , 0=   …(11) 
miعندما ) 8(في ) 11(نعوض المعادلة    :  نحصل على =

( ) jmjmjmjm UDUkrUkrDU ,1,,1, 2 21 −+ +−+−= αα   …(12)   
 مع الشروط الحدودية والابتدائية بالطريقة الصريحة يتمثـل  Fisherإذاً تقريب معادلة     

  :بالمعادلات آلاتية
mixfU ii ,,1,0,)(0, K==  

( ) 0 02 21 ,1,0,01,0 ≥∀=+−+−=+ jiUDUkrUkrDU jjjj αα  
( ) ( ) 0  21 ,1,1,,1, ≥∀++−+−= −++ jUUDUkrUkrDU jijijijiji αα  
( ) 0 2 21 ,1,,1, ≥∀=+−+−= −+ jmiUDUkrUkrDU jmjmjmjm αα  

  
  Crank-Nicholson  طريقة.4

 بالمعـدل  xxu (Diffusion Term)تعتمد هذه الطريقة على تقريـب حـد الانتـشار   
  :[9,8] وكما يأتي (j+1) و(j)الحسابي لتقريبات الفروق المركزية لها عند الزمن 
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  نحصل على ) 14(و ) 13(وباستخدام المعادلتين ) 1( المتمثلة بالمعادلة Fisherالآن نأخذ معادلة 
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  :   نحصل على ما يأتيkفي ) 15(بضرب المعادلة 
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وبفرض أن 
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 u)(أن الطرف الأيسر يتضمن ثلاث قيم غير معلومة للدالة ) 16(نلاحظ من المعادلة  
)عند الخطوة الزمنية الجديدة      )1+j          بينما القيم في الطرف الأيمن كلها معلومة عند الخطـوة ، 

)(الزمنية السابقة j (هي علاقة ضمنية ) 16( ، لذلك فإن المعادلةImplicit Relation . (  
)0(عندما ) 16(في ) 9(نعوض المعادلة  =iينتج  :  

       jjjjj UU
D
rk

D
rk

D
UUU

D ,0,0,11,11,0
22222222







 −+−+=−






 + ++ αααα

..(17) 

)(عندما ) 16(في ) 11( نعوض المعادلة  mi   :  ينتج=

 jmjmjmjmjm UU
D
rk

D
rk

D
UUU

D ,,,11,11,
22222222


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

 −+−+=−
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



 + −+−+ αααα

..(١٨) 

تؤدي إلى تكوين نظام جبري خطي ثلاثي       ) 18(و) 17(مع الشروط الحدودية    ) 16(إن المعادلة   
  (Tridiagonal Linear Algebraic System)الأقطار 

 

AX=B 
 

 هو متجه عمودي يحـوي قـيم   Xاملات ثلاثية الأقطار ، وهي مصفوفة المعA إذ أن 
 هو متجه عمودي يحوي القيم المعلومة في الطـرف الأيمـن            Bالمجاهيل في الطرف الأيسر،و   

  : بالشكل الاتيFisher  لحل معادلة Crank-Nicholson،وهكذا يمكن التعبير عن طريقة 
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وقد استخدمت في  (Direct Methods)   ل النظام أعلاه بالطرائق المباشرة يمكن ح

  .هذا البحث طريقة الحذف لكاوس 
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Crank-Nicholson 
D=1   ,  r=1 

h=0.05 
k=0.00125 

t=0.035 

)(cos)0,( 2 xxu π=  

EXPLICIT 
D=1   ,  r=1 

h=0.05 
k=0.00125 

t=0.035 

)(cos)0,( 2 xxu π=  
 

Crank-Nicholson 
D=1   ,  r=1 

h=0.05 
k=0.00125 

t=0.005 

)(cos)0,( 2 xxu π=  
 

EXPLICIT 
D=1   ,  r=1 

h=0.05 
k=0.00125 

t=0.005 
 

 
0.6341 0.6298 0.9115 0.9094 
0.6279 0.6238 0.8914 0.8894 
0.6099 0.6064 0.8332 0.8315 
0.5819 0.5793 0.7425 0.7413 
0.5465 0.5452 0.6280 0.6274 
0.5073 0.5073 0.5011 0.5011 
0.4681 0.4694 0.3740 0.3746 
0.4326 0.4352 0.2590 0.2604 
0.4045 0.4080 0.1680 0.1696 
0.3864 0.3905 0.1095 0.1113 
0.3801 0.3845 0.0893 0.0912 
0.3864 0.3905 0.1095 0.1113 
0.4045 0.4080 0.1680 0.1696 
0.4326 0.4352 0.2592 0.2604 
0.4681 0.4694 0.3740 0.3746 
0.5073 0.5073 0.5011 0.5011 
0.5466 0.5452 0.6281 0.6274 
0.5819 0.5793 0.7425 0.7413 
0.6099 0.6064 0.8332 0.8315 
0.6279 0.6238 0.8914 0.8894 
0.6341 0.6298 0.9115 0.9094 

  )1(الجدول 
  Crank-Nicholsonيوضح مقارنة الحل العددي بالطريقة الصريحة وطريقة 

  
نستنتج ان الطريقـة    )  1(من خلال مقارنة النتائج التي تم الحصول عليها في الجدول         

  في الوصول إلى حالة Crank-Nicholson أسرع من طريقة Fisher الصريحة في حل معادلة
),(ي تكون فيها كثافة السكان      وهي الحالة الت  ) Equilibrium(التوازن   txu    في النظام البيئي 

  .t)( و x)(متساوية لكل قيم 
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  ٩٥

 فهي اكثر دقة من الطريقة الصريحة وأسـرع فـي           Crank-Nicholson أما طريقة   
),(ثافة الـسكان  وهي الحالة التي تكون فيها ك     ) saturation(الوصول إلى حالة الإشباع      txu 

)1(مساوية  للحل  =uولا تزداد مهما تقدم الزمن )(t .   
  
   Fisherتحليل الإستقرارية للطريقة الصريحة لحل معادلة . 5

إذ يتم في هذه الطريقـة  Fourier لدراسة إستقرارية الطريقة الصريحة نستخدم طريقة 
jiUالحل استبدال  Xiet بالمقـدار   t  بطريقة الفرو قات المنتهية عند الزمن , βϕ حيـث أن  )(

1  ,  −=iβ     ولتطبيق طريقة   ]  8[ هو ثابت موجب،Fourier  نلجأ إلى   (7) على المعادلة 
  :إذ نحصل على  [9] تحليل الإستقرارية الخطية

ji
jijiji

jiji rU
h

UUU
DUU

k ,2
,1,,1

,1,

2
)(1

+
+−

=− −+
+   …(19) 

jiUنعوض عن  Xiet بـ , βϕ   : نجد أن ) 19( في المعادلة )(

( ) ( ) XihXiXihXiXiXi etretetet
h
Detekt

k
ββββββ ϕϕϕϕϕϕ )()()(2)()()(1 )()(

2 ++−=−+ −+

( ) XihihiXiXi etreeet
h
Detkt

k
βββββ ϕϕϕϕ )()2()()()(1

2 ++−=−+⇒ −  

بضرب المعادلة السابقة بـ 
Xie

k
β

  :  نحصل على

)()2)(()()( 2 trkeet
h
kDtkt hihi ϕϕϕϕ ββ ++−=−+ −  

2hنفرض أن 
k

=αًإذا  :  

( )
     

)()sin()cos(2)sin()cos()()()( trkhihhihtDtkt ϕββββϕαϕϕ +−+−+=−+

( ) )()()cos(12)()( trkthDtkt ϕϕβαϕϕ +−−=−+⇒  

)()()(
2

sin2112)( 2 ttrkthDkt ϕϕϕ
β

αϕ ++





















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)(1
2

sin4)( 2 trkhDkt ϕ
β

αϕ 




 ++





−=+⇒  
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  ٩٦

ξ
β

α
ϕ

ϕ
=++






−=

+
⇒ 1

2
sin4

)(
)( 2 rkhD

t
kt    …(20) 

  : إن الشرط الضروري والكافي للإستقرارية العددية هو 

1
)(

)(
≤=

+
ξ

ϕ
ϕ

t
kt  

)( إلى سطح مـستوٍ آخـر   tϕ)(إذ كلما تقدم الحل من سطح مستوٍ   kt +ϕ  فـان 
)()( tkt ϕϕ  يجب أن تكون دالة مقيـدة       tϕ)( يجب أن تبدأ بالنقصان، أو أن الدالة         +−

[8].  
  : نحصل على ما يأتي) 20(الآن من المعادلة 

1
2

sin41 2 ≤





−+

hDrk β
α  

1
2

sin411 2 ≤





−+≤−⇒

hDrk β
α  

rkhDrk −≤





−≤−−⇒

2
sin42 2 β

α          …(21) 

  : نحصل على الأتي) 1-(بـ ) 21(بضرب المعادلة 

rkhDrk +≤





≤ 2

2
sin4 2 βα  

 ، تكون βلبعض قيم 







2
sin 2 hβ قيمتها واحد لذلك فان  :  

rkDrk +≤≤ 24α  

D
rk

D
rk

4
2

4
+

≤≤⇒ α       …(22) 

  .D<0حيث أن 

2hنعوض عن 
k

=α ى ما يأتيلنحصل عل) 22( في المعادلة :  

D
rk

h
k

D
rk

4
2

4 2

+
≤≤        …(23) 

بطرح المقدار 
D

rk
4

  : نحصل على ما يأتي) 23( من المعادلة 
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  ٩٧

DD
rk

h
k

2
1

4
0 2 ≤−≤  

DDh
krhD

2
1

4
)4(0 2

2

≤
−

≤⇒  

2

2

4
20

rhD
hk
−

≤≤⇒       …(24) 

ختيـار  إذا تـم ا  ) Stable( تكون مـستقرة     Fisherإذا الطريقة الصريحة لحل معادلة      
  ) . 24( بحيث تحقق القيد في المعادلة h)( وخطوة الطول k)(الخطوة الزمنية 

  
  Fisher لحل معادلة Crank-Nicholsonتحليل الإستقرارية لطريقة .5

  :نحصل على ما يأتي) 1( للمعادلةCrank-Nicholsonباستخدام طريقة 
[ ]

[ ] )25...()1(

)2()2(
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)(1

,,
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++−++−=− −++−++++  

  نلجأ إلى تحليل الإستقرارية الخطية Crank-Nicholsonدراسة الإستقرارية لطريقة ل

  : نحصل على ما يأتي(25)للمعادلة [9]
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jiU نعوض عن  Xiet بـ , βϕ   :نجد أن ) 26( في المعادلة )(
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  :  نحصل على ما يأتيkب طرفي المعادلة بـ بضر

( ) ( )( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) ( ) ] ( ) XiXihihihi
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etrkeettetekt

ktekt
h
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βββββ
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بضرب طرفي المعادلة بـ 
Xie β

 وبفرض أن 1
2h

k
=αنحصل على ما يأتي  :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )trkteeDkteeDtkt hihihihi ϕϕ
α

ϕ
α

ϕϕ ββββ ++−++++−=−+ −− )2(
2

)2(
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  :[8]بوساطة الشرط الضروري والكافي للإستقرارية العددية الذي هو
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  : نجد ان ) 27(من المعادلة 
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  : تباينة أعلاه صحيحة يجب أن يتحقق الشرط الأتي ولكي تكون الم
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2hنعوض عن 
k

=α نحصل على ) 28( في المعادلة :  

r
Dh 42 ≤                                                                            …(29)  

إذا تـم اختيـار   ) Stable( تكون مستقرة Fisher  لحل معادلةCrank-Nicholsonإذاًً طريقة 
 فهي غير   k)( الخطوة الزمنية  ، أما ) 29( بحيث تحقق الشرط في المعادلة       h)(خطوة الطول   

   . Crank-Nicholsonمشروطة في طريقة 
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