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يف يتحتلا �تتلتلم تاددزم ناشحس . زيحلنعدم زييغلنا زيدالنزضدم ضدنحخرزم
نلزس ، زيخلف زياحللا يف ) oLs ( زييغنا زيحنضعدم ضلن�ام زيحنورم ةارد

زيحتلازم هذه ةان . زيعلام وةحلنو ) sample point ( زيرن�ا زييعلر تتد
. زيدنحنزيلم زيارادم ضلدردم تتد ةلاتم

Abstract

Using small disturbance expansions, we derive analytic
expression for the bais of the oLs estimator of an elasticity in
a linear model, both at an individual sample point and at the
sample mean. The magnitudes of these biases are illustrated
with Australian expenditure data.

1- : زيحارةم
تارةد زيردلرا ةحغلنزم ضلب زيحنورم ضحار�ن �دحخرم ةد ةرلنز زيخلف زياحللا زس

�وزد وةاردز�مد زيحنورم �ولس . وزيرلزضو زيححغلنزم يف �لف زياحللا �ولس
ةحتلاا �ولس زيحاردزم هذه يدس ليذ تتد وضادس . زيعشلزللم يتالدردم �للم يلن

. زيعحتلم زيححددنم يف �زلحد زهحتو زيحف زياالم وهف – زيحترو�ا زيعلادم يف
: زياحللا يارحن# و زيحتر�ر وةو تتد زيحتلا 
جح �لاي زياتا هذز
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Y = Xβ + σµ

(1)

. 3.In N ~ Equation , 0 [ ] تشلزللم يلن k×n ) X ( زس 
لا
ضديادام y يتححغلن ) oLs ( زييغنا زيحنضعدم ضلن�ام زيحنورم ةارد 'i'

زيد
3.Equation �ولس i د�احو زيذا زيحدحاا زيححغلن

ηij = βj

(2)

، زيعلام ةحلنو يف زيحنورم �ار�ن ياد ةدس زلزةد زو

ηi = βj

(3)

ةهاد وه ههاا ثر يف ، oLs ((ј = 1 , 2 … , k βjتاردهم βj هنا ثيح
. y اايبنبم

هانيعبم يف هاخبفرا تم �ازمل5ر ترساد. هارار5ظهم وذه Aيب هافخيخد، هارظ�ا رابد يف
) 3 ( � ) 2( اننا �هاو ، هارناير :بااد ازماردهم هامباهاد هارديلهم , هامدر�ةا

. y اايبنبم :باعساد Nييد ريظ ة�هد وف
هاظفيسيد هاعربفا �رظو ، هايايظا Gيامب ااظ5ت هGرفرها نعبنن هارباف هاجلا يف

�اخسيظ ، هاظفيسيد هاعرظ5د نربفا 3 هاجلا �5نظو ، هابارابنبم يف نسرفرتسب هارف
هافبتا هاجلا رتب هاو رزع تابد ييهZف هاظه:ا هاجلا رتب . رزيسب هامرظااد هاثtبد

هابGرعربlبم. 5ربمم
2- هايايظا هانايظه:بم ااظ5ت

وه هثروب . تفرزخد :يظب e5ارظ Aر 5ممم هاماردهم تظ�ند يف هارديل Aه
ومذه هانيعد ثجح ) n( 5دسم هاذا هارهGا رزع 5اها ادزيزف ااظ5ت هGرفرها

هنا C هافين اهGيا �5شمو هنريبةا Gيبب يف Nagar ) 1959( هنرظثا ااظ5ت
.رعرتب ) n( اظايت هثرمبد Nخخ رزع اسبرر هامرنبناد هامييزدبم وذه تاو يف
) Edgeworth ( رل�ا هاع 5دةا هابlظها وذه Aيب تارد ابا هانل�ا ه5جبة نظ5ر

. Kadane ( تاو �يار5و ) 29.Ulah , 2004 , p( هامارد هاو اره5Cا

xij
yi

^ ^

^ ^ xj- -
y-

^
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Nين يف هارهGا Nزبد تم ازمارد هامدر�ةا هانيعبم رل�ا اراظ5ت ) 1971

هابندظها هثرمبد Nخخ هlو تم ترربايد يرظهم يف 5رح Aه 5جت هامنب5عد
�نر ااظ5ايد وف هايايظا 2σ هايايظا هابZيظه:بم وذه )σ( ازمجرما هامنيبدا

انا cبادد �وف هاايبGف. هابنريبة يف هامشبيو تم انرة ازاب5د نيمد هنسب اايم
تم هانيعد رل�ا WزهG Aشن: رZبييد هيرظهZبم هاع هابنربا �وف ريعد ثجح

)n( هانيعد ثجح 5لةهة رعرتب هاايبنبم
هايايظا هابZيظه:بم اهGنبم تعبنشد امت هابNيظا هاث�ند يف

. , )36-45 .Ulah , 2004, p(
. هاايبنبم اهاير رمزيد ةدهGد

y = µ + σµi ; i=1,2,…,n
(4)

cخظ ≠ μ Aه ثيح
: Aه :ديح اه5Cا �اسب �ترمبtزد تسرازد µi's

; 1 = )2E(µi4) = γ2+3 (5)γ E (μi ) = 0 ; E (μi ; 1
= )3μi(

وه وريعب هارههاف رزع . γ2 � γ1 وف هامجرما اره5Cا �هارخظاا هابارهها Aين :ذاو
اه5Cا ثهد هابيرظهZبم ادت )3( , )2( يف هامظ�ند تاردهم يف هارديل ادر5ر

: هاربايد هاعريجد اسرفرا .)4O(σ هاع , هامجرا
1 ).38 , 2004 , Ulah( ايمب

y = μ + σµ Aه ثيح هانشههفيد هانعبcظ تم ) n( تم ترجا 'y' ايمم
ةهاا , μ , cخظ 5سب�ا اب هامرهGا رعرتب هرزبه )5( يف Sهاشظ 5داي 'µ' Aه :ديح

)h (y هنا :ديح Ө ال اار5ظ وه h(y) = Ө ارمم . Ө , هامنباح امرجا
: Aيب �رزيا . μ �:جههد تهlهةا �تشراباسب

- σ2Δ2 + σ3γ1Δ3 + σ4(γ2Δ4+3Δ22) (6) Ө = )
( Ө E

∆s = ∑ s = 2 , 3 , 4 تارةد

y = µ

∆22 = ∑ ∑ y = m

1
!S

n

1=k
∂s h(y)

∂ysk

1
!4

n

1=k

n

1=L

∂4 h(y)

∂y2k∂y2L

^

^
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زياحدلا -3

: زياحدلا �اللح ةعلدد ضدنحخرزم 1 يلحد فنوظ اا يف )1( رحللا نيدس

βj = ( xj M-j xj )-1 (xj M-j y ) ; j = 1 , 2 , 3 ,….k (7)

M-j = I – x-j (x-j x-j )-1 x-j Aه ثيح
xj = x هاميخهيد تم j هانمهة

x-j = xj هانمهة :بGراعبا هامسرازد هامرايظهم تيخهيد
Sازعاب هاخظة5د هاايبنبم يف هامظ�ند .3

xj هابررابد :عبظ هابNذ تا )y( هامنرمر ازمرايظ )ols( هاياظا هامظ:نبم :يظ5اد هامظ�ند تاردهم
:A5مه ith ازمشبورا

ηij = βj = xij ( xj M-j xj )-1

= xij ( xj M-j xj )-1 h(y)
(8)

*h(y) = = xj M-j y
)9(

y* =
(10)

هارار5ظهم. تظ�ند يف هارديل اسذه eتابد ااظ5ت وف هايايظا σ Aه tح
)1( نرظ5د

– ]]2)Bais (ηij) = xij {σ2 [βj ∑ (xi β)- 3 – (xj M-jxj)-1 ∑ [(xj M-j Ii)/(xi β
4σ3γ1[βj∑ (xi β)-4 – (xj M-j xj)-1 ∑ [(xj M-j Ii)/(xiβ)3 ]] + σ

}]]4)γ2+3)[βj∑(xiβ)-5 - (xjM-jxj)-1 ∑ [(xjM-jIi)/(xiβ(
زس: 
لا

وةحلو يتلز
ر ةددو�د �ولس i د�احو زيذا تاينه تحل� تب تاددا هل = )1 Ii(n x
.n زيد 1 ةب زيجحو و�حح يتيرن ةددو�م زيد�نا زيعاد:ن

ˆ

ˆ ˆxi
jyi xj M-j yj

yi

xj M-j y
yi

y
yi

ˆ / /

i i
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زيانهدس:

)8( زيحعد�يم ةب
Bais (ηij) = xij (xjM-jxj)-1 Bias [h(y)] (11)

)9( وةب
= xjM-j (12)

تارةد زياحدلا ضعب �علف زيجالف زيحرداا ضعب ويوب زيحتا تتد �اعا وهذز
…,2,3,4=s

= (-1)s(s!)[xjM-j(y - ykik)]/yk ; k=i
= 0 ; k≠i

= (4!)[xjM-j(y–ykik)]/ y5k ; i=k=I
= 0 ; ليذ ترز يلحد

)E(yi) = xiβ(i=1,2,3,…,n زس زيد وضديد7ددا 1 يلحد ةب
Δs=(-1)s {(xjM-jxjβj) ∑(xkβ)-(s+1) _ ∑[(xjM-jik)/(xkβ)s]} ; Δ22=Δ4 و

s=2,3,4 د
يأس 1 رين�م ةب ةاد7نا زياحلجم زيد زيل:لد �حوب 11 ويحعد�يم 1 يلحد يحلالس وز�لنزو

ةتر�. يلن �ولس زيحتلا 
جح
)1( رحلجم

زيحتلا يأس زيد:ا �تدد ةب و�نةلامد وز
ر ةدحاا ةحغلن تتد �تحلا زياحللا ةدس زلز
: �ولس ةشدهرا يدا زيحاردزم ةنورم يف

Bais (ηij) = xi[ (∑ - ∑ ∑x2i) - (∑ -∑
∑x2i) +

(∑ - ∑ ∑ x2i)

ˆ/

∂sh(y)/ ∂sy*

∂ysk∂ysk

∂sh(y)
∂ysk

/ S+1

∂4h(y)
∂y2k∂y2i

/

/ / / /

σ2

i iβ2
1

x3i
1

xi

σ3γ1
β3 i x4i

1
x2i

1
i

σ4(γ2+3)
4β i

1
x5i i

1
x3i i
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تدم وضشوا , ةتر� يلن زيحتلا و
جح زيحللو يأس ز�نا وةنا

يتححغلنزم )p39, 1977, Kendall and stuart( هليلرد ةحاد�ام وضدنحخرزم
زيد ضديادام ةلةام وةذيذ )2O(σ زيد ضديادام ةلةم زيحتلا �ولس زيحلةام زيحدحاتم

زيحححدjتم يتالدردم 4O(σ(

زيعلام ةحلنو تتد زيحنورم 3.2
زيححددنم ويف ةشدهرا يدا ةدحاا يحغلن ضديادام يتحنورم زيحتلا ياد �حلي )1( رين�م

ير�اد: �ولس زيتديم هذه )13( يف زيعلام 
جح ةحلنو تتد زيحنورم يتدد² زيعحتلم

(ηij) = βj = xj (xjM-jxj)-1 = xj (xjM-jxj)-1 g(y)

g(y) = = xjM-jy*

(14)

y*=
(15)

)2( رين�م

Bais (ηij) = xj [βj-(xβ) ] [ -
+ ]]

ةحجو تحل� )1i(nx زس 
لا

)13( زيحعد�يم ةب : زيانهدس

Bais (ηij) = xj (xjM-jxj)-1 Bais [g(y)]
(16)

For s = 2,3,4,…

= (-1)s (s!)[xj M-j(y-nyik) ] nsy(s+1)

-̂ ˆy
xi

-
- -/ )xjM-jy(/

y - -/

)xjM-jy(/

y -/

y
y -

-̂ - -)xjM-ji(/

1-)xjM-jxj(/

2σ
3)n(xβ -

1σ3γ
4)n2(xβ -

)σ4(γ2+3n
5)n3(xβ -

-̂ -/

)sg(y∂
ysk∂

/ - -
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= (4!)[xj M-j(y-0.5nyik – 0.5nyil)] n4y-5 ; k ≠ l

= (4!)[xj M-j(y-nyil)] n4y-5 ; k = l

Δs = (-1)s[(xj M-jxjβj) – (xβ) ∑ (xjM-jik)] ns-1(xβ)s+1

Δ22 = [(xj M-jxjβj) - (xβ) ∑ (xjM-jik)] n2(xβ)5

ةب i يتعحل� زيححلنو �حرا i ضن�ام زيذا تاينه :رف ةحجو = )x(1xk زس 
لا
.x زيحيرليم

)2( رين�م ةب زياحلجم تتد زيتيلد �حوب )16( وزيحعد�يم )1( يلحد ضحلالس وز�لنز
ةاد7نا.

)2( رحلجم
زيحتلا يدس زيأ:ا �تدد ةب و�نةلامد وز
ر ةدحاا ةحغلن تتد �تحلا زياحللا ةدس زلز

�ولس: زيعلام ةحلنو يف زيحاردزم ةنورم يف

Bais (ηij) = ( - ) [ - + ]

lيعل. تراب5عد :بGرفرها ر�ابأ هاعريجد وذه ارخسيظ
x2 ≤ ∑ x2i/n

ايا �امم �يبيف cنهةهأ ترميل هامظ�ند تارهد Aين هابNيبا اه5Cا رم هاعبظ �:اخ )2O(σ Aين اذاو
cنهةهأ. ترميل )4O(σ Aايمه Zظ�د5ب

A5مه )4O(σ هاع :باعساد
1 + >

زيححلا �ولس زيحل��و ةححدjتم وزيد�لدس ةلةاو يلحد ياو �أ�ذ زيحدحاا زيححغلن ةدس زلز
Bais (ηij) > 0

)4O(σ زيد ضديادام

)g(y4∂
y2k∂y2l∂

/ - -
/ -

/ -
k

/ -
/ -

k

/ -

-

-̂1
x2 -1

∑ x2i i

σ2

nβ2
σ3γ1

n2xβ3 -
σ4 (γ2+3n)
n3x2β4 -

-

σ2(γ2+3n)
n2x2β2 -

σγ1

nxβ -

-̂
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�لالتف ةردد .4

زيوتليلم يتحشنوضدم زيخللم زرجا يحاتالدم �ار�نزم ير�اد زياحدلا هذه يحلالي
Clements( لاا ةب زنحخرةو زيحف زنحنزيلد ةب ضلدردم ضدنحخرزم وليذ وزيحددةلرد

ةب ةجحلتم ةا تتد ضديدررد5 ةلاي نتعم ةا تتد زيأررد5 )2005,and Zhao
زياضدلو.

يف ةحد يتحتلا زيحملاا وزيادام )OLS( زييغنا زيحنضعدم ضلن�س ةاردا زيحنورم
زيعلام يدينز� %10 زيد % :رن ضلب �حنزوي زيحنورم يف زيحتلا وزس )1( دلح زيجرود

ةرز لن�م )2O(σ �ار�ن يف زيحتلا زس 
لا زيعلام ةحلنو ةنورم يحاللح ضمد يد�عححر ويوب
زيدرترزد وةعدةا زيالدردم ةاللد �عوت ز�جدضلم تتدةدم وهذه )4O(σ زيحتلا ةب

يتحار�نزم.

زيدنحاحدةدم. .5
)OLS( زييغنا زيحنضعدم ضلن�س زيحنورم ةارزد يف يتحتلا ضد7حادلدم لحاد يار

زيعلام ةحلنو و يتعلام زيرن�ا زييعلر تتد نلزس ، زيخلف زياحللا يف زيااللم يتحنورم
زيحتلازم هذه وزس زيحلنعدم. زييغلنا زيدالنزضدم نند½ تتد هف زيد7حادلدم هذه


ديم يف يدنلحد زيعتحلم زياد
لم ةب ضمد زيدهححدم يحان�ن �ورف ضحد ةالنا �ولس زس �حوب
ةعلام. رالم ةنورم

)1( دلح ةرود
وزيحتلا زيحنورم ةاردزم

زيدتعم ) ن ( )²(
زيدام زيحنورم زيحتلا زيحنورم زيحتلا

)2O(σ )4O(σ )2O(σ )4O(σ
1988 0.6760 0.0744 0.0743 1.4234 3.6568 3.7783
1989 0.6868 0.0774 0.0773 1.4977 3.6772 3.7094
1990 0.6852 0.0814 0.0813 1.6239 3.5513 3.6693
1991 0.6991 0.0824 0.0823 1.6449 3.6255 3.7460
1992 0.7007 0.0802 0.0801 1.5507 3.7538 3.8788
1993 0.6982 0.0804 0.0803 1.5099 3.8563 3.9848



Diala, Jour, Volume, 37, 2009
1994 0.7056 0.0817 0.0816 14.4804 4.0455 4.1805
1995 0.6967 0.0836 0.0835 1.4371 4.2166 4.3576
1996 0.7072 0.0862 0.0861 1.4257 4.4607 4.6102
1997 0.7167 0.0874 0.0873 1.3696 4.7863 4.9473
1998 0.7333 0.0878 0.0877 1.3507 4.9964 5.1647

زيححلنو 0.7011 0.0006 0.0066 1.4784 0.0257 0.0258
زيدتعم ) ا ( )�(
زيدام زيحنورم زيحتلا زيحنورم زيحتلا

)2O(σ )4O(σ )2O(σ )4O(σ
1988 2.5389 5.4676 5.7492 0.5653 3.4044 3.2512
1989 2.4314 6.0742 6.3890 0.5486 3.7219 3.5540
1990 2.4268 6.4001 6.7328 0.5298 4.0536 3.8702
1991 2.5241 6.3563 6.6866 0.5061 4.3997 4.1999
1992 2.3772 6.5941 6.9376 0.5308 4.0770 3.8925
1993 2.0773 7.6130 8.0135 0.5757 3.7447 3.5757
1994 1.9807 8.2451 8.6815 0.5885 3.7612 3.5914
1995 1.9640 8.4130 8.8591 0.6123 3.6477 3.4832
1996 2.0035 8.6546 9.1145 0.5956 3.9379 3.7588
1997 1.9886 8.9874 9.4666 0.6013 4.0108 3.8293
1998 1.9518 9.4478 9.9538 0.5942 4.1764 3.9871

زيححلنو 2.1694 0.0425 0.0427 0.5671 0.0260 0.0260
زيالحم. ةحلنو �عاف )زيححلنو( ةتد
يم:
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